第 一 章 拓 T. 群 


$1. 群 和 姑 扑 空间 


为 了 阅读 方便 ,我 们 和 完 简 述 一 下 群 和 拓扑 空间 的 内 容 . 

一 个 群 是 一 个 集合 与 一 个 在 其 中 定义 的 二 元 运算 (G) 它 
满足 下 面 三 条 公理 : 

(1) (ab)e = a(be), Va,b,c € G; 

(2) 存在 单位 元 e, (Bf ea = ae = a, Va € G; 

(3) 对 任意 et G、 存 在 a'€G, Bid a"a = aa^ = e, 
若 二 元 运算 是 对 称 的 ,好 ab = ba, 则 G 称 为 交换 群 或 Abel üt. 

ENiÉGH)-—TSE. DING GOGBHYGBGSRAAEXBÉE. MERN A 
GJ TER. Ë — TT BEN Wa Je 

a Na = {a 'na|Vn€ N) = N, VacG, 

MERN AG PJI EBE, 162 N4G. 这 时 我 们 可 以 作 G 模 NN 的 
商 群 ,这 是 由 G 模 下 述 等 价 关系 ”而 得 的 等 价 类 构成 的 群 


a berahi € N. 
事实 上 : 它 就 是 G 关 于 义 的 所 有 陪 集 所 组 成 的 群 , 记 为 G/N. 
设 GG: EE. ene 分 别 为 G1，G 的 单位 元 ， 若 一 个 
ik At 
gq: G, —> Gis 
a> pla), 

满足 

plab) = q(a)g(5), Va,b€G;, 
则 我 们 称 中 是 C. Sb G, 的 同 态 ， 同 态 的 核 是 

Kerg = ia€Gi|g(a) => a). 


AUR Ker 一 {crj， 则 我 们 称 P 是 单 的 。『 的 象 集 是 
Imo = [5 € G| 存在 a€ Gi, È b= q(a)). 
# Imp 一 CG;， 则 下 称 为 满 的 ， 当 同 态 ? 婚 单 又 满 时 ， 则 我 们 称 
PÈR SHRIN G 和 G, iH G. = Ge 一 般 我 
们 总 有 
Gi/Kerg = Img. 
设 N 为 C 的 正规 子 群 , 则 我 们 有 同 态 映射 p:G — G/N. 设 
另 有 一 辣 态 : G— H, B NEKerp， 刚 必 存 在 周 态 o*:G/N 一 
H, W o 一 p*op， 也 就 是 说 ,使 得 下 图 | 


gaie GIN 
^ 
p A pt 
H 


是 交换 图 ,这 称 为 商 群 的 万 有 性 质 ， 
设 /为 一 指标 集合 ，Gi,ie 1 全 是 群 ， 则 我 们 可 以 作 这 些 群 
PETN 


其 元 素 形 式 为 a— (a) HP o ai€G; G 中 积 运 算 利 求 xis 
Wo BG. Dr BN EI 
x: G — Gis 
a — dj, 

下 而 讨论 后 扑 空间 ， 我 们 在 一 个 集合 X 中 引 人 开 集 的 概念 ， 
EWES: KX, 名 EFRR TE er SEBSGEAREH Hi; SS EH A JF E 
ISEH E; AKERI TF x — AIh Z GE X RAIN RII 
EHEAR. E SCX， 尖 包含 S 的 最 小 闭 集 称 为 S 
的 次 包 , 记 为 $、 在 同一 集 奉 中 可 以 有 不 同 的 折 扑 :它们 分 别 成 为 
个 同 的 拯 扑 空间 。 设 X 有 不 癌 的 拓扑 T. 和 Tu. AK T, 比 
T, 强 , 是 措 和 中 一 个 集合 如 在 T. 下 是 开 集 , 则 在 T, FEEF 
集 ， 对 任 一 集合 X, 最 强 的 拓扑 是 离散 折 盾 ， 这 种 拓扑 规 定 X 的 
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FE—F E & LEOTE. RAHEEM EMERSA x $02 
ENR. 

设 X1,X; 是 两 个 拓扑 空间 ,一 个 映射 f X, — X, 称 为 连续 
BERAU Æ X, F D 集 , 则 上 在 f 下 的 原 象 MU) Æ 
X, 的 开 《 泌 ) 集 。 如 果 f 将 X, 的 仁 一 开 ( 闵 ) 集 都 映 为 X, 中 开 
《 闭 ) 集 , 则 丈 为 开 ( 测 ) 上 映射 。 车 是 一 个 一 一 对 应 的 连续 映射 ， 
则 我 们 可 以 定义 f sXi— X 如 果 f 也 是 连续 的 ， 则 XX 与 
X, 有 完全 相同 的 拓扑 结构 ,我 们 称 X, 与 X, FUE, KI EJE 
DR. 

对 艾 的 任 一 子 集合 Y， 我 们 有 诱导 拓扑 ， 使 Y 了 成 为 拓扑 空 
fH: VEY SU 一 YN 人 NY， 这 里 V 是 多 的 开 集 。 这 时 Y 
称 为 和 的 子 空间 , 亚 然 ,此 时 嵌 和 人 映射 SY -> X 是 连续 的 . 

设 ~ 是 拓 生 空间 一 个 等 价 关 系 , 则 我 们 可 以 作 商 集合 X/~， 
即 怀 对 于 一 的 等 价 基 集合 , 进一步 可 在 X[ ~ 中 得 到 诱导 拓扑 ,这 
是 使 映射 p:X — X/— 为 连续 的 最 强 的 拓扑 , 即 妈 是 X/ ~ 中 开 
TPE O) 是 XX 中 升 集 .。 商 集会 被 赋予 这 种 诱导 拓扑 
后 就 称 为 商 空间 , 它 具有 万 有 人 性质: 设 FX -> Z 连续 , 且 当 < ~ 
b 时 ,有 Ka) = FO) METE ES f"X/— — Z, tE 
得 一 六 spp， 换 句 话 说 ,即使 下 网 

Xe s 3 
A v 
z 
为 交换 图 . 


设 上 是 任意 指标 集 ，{2% Va 是 一 组 拓扑 空间 。 RITETE . 


x = II xs 
并 赋予 拓扑 ， 久 的 开 集 为 下 列 集合 中 元 素 的 并 集 
# 一 1 4 一] 4 14 是 XX 的 开 集 , 且 除了 有 限 个 i 外 ， 
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A, = X, vie nl, | 
则 此 拓扑 称 为 乘积 拓扑 ，X 5 he SEP BEN mi: 
X— X, 是 连续 映射 ， 也 是 开 瞎 射 。 和 也 具有 万 有 性 质 : W fe 
Z-»X, 是 连续 映射 ，We 1， 则 存在 唆 一 连续 映射 fi2 x. 
得 对 每 个 ie 7， 下 图 

X——- X; 

x Pd 

FX AT 

Z 


都 是 交换 图 . 
设 X 是 一 个 拓扑 空间 。 如 果 有 一 个 开 集 和 集合 {Bi heas XA 


任何 开 集 都 可 写 为 【Bi， JETER (Bia 为 区 的 开拓 扑 基 ， 
€; 


任 一 个 开 集 集合 《Bihier ROPBEAES BOR: O) U Bi 一 X; 


(2) Visi Er。， 必 存在 Kel, 使 得 B:N Bi = UJ Bie WEMA 


kek 

扑 基 出 发 也 可 定义 拓扑 空间 ,只 须 定义 形 如 D) Bi JSI 的 集合 
i&J i 

为 开 集 就 可 以 了 . 
仍 设 X 是 一 个 拓扑 空间 ，4EX。 一 个 点 a€ 4 称 为 4 的 内 


点 ,如 果 存 在 X 的 一 个 开 集 N， 使 得 c€ NCA, A 的 所 有 内 点 
组 成 的 集合 称 为 4 的 内 集 . Uia 是 点 x€ X PR, E r 为 4 
的 内 点 。 因 此 , 任 一 个 包含 + MUJ tE SE AE x 的 邻 域 , 它 称 为 = 的 开 
邻 域 。 * 的 一 个 邻 域 集 合 ,多 (x) 如 果 有 以 下 性 质 : 任 一 z 的 邻 
ELS 多 (x) 中 一 个 元 素 ， 则 我 们 称 F (x) 为 的 基本 邻 
iR. ERGE, F (z) JE HT x 的 开 邻 域 组 成 时 ,我 们 称 它 为 < 的 
*ORGRSS RAI. 如果 每 个 z€ X 都 有 基本 开 邻 域 组 多 (x)， 则 
t (x)lze XI ; 
构成 和 的 开拓 扑 基 ， 因 此 从 给 定 每 个 点 的 开 邻 域 组 出 发 也 可 以 定 
义 拓扑 空间 . l 
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众所周知 ,距离 空间 中 每 点 都 存在 球形 基本 邻 域 组 ,办 此 虐 离 
空间 是 拓扑 空间 。 

-下面 讨论 分 离 性 公理 , 仍 设 X 为 拓扑 空间 ， 

WR X29 T, 空间 ， 如 果 对 X 中 任意 不 同 的 两 点 * 和 b, FE 
一 个 开 集 包含 两 点 之 中 的 一 点 ; 

EKX29 空间 ， 如 果 对 XX 中 任意 不 同 的 两 点 a 和 5， 存在 
4 的 一 个 邻 域 与 5 EX. 

称 X 为 T; 空间 ,或 Hausdorff 空间 ， 若 对 和 中 任意 不 同 两 
点 4 和 b. ferire 的 邻 域 忆 和 2 的 邻 域 了 上， 使 得 Un V = 2. 

KEX E T, 空间 或 目 则 空间 ,省 X 是 To ZB). Bob X hA 
RAKA 5 入 4， 存在 陋 个 开 集 U 和 了 ,使 得 beU, ASV, 
UNV = ë 

命题 1.1. Ema A= Hausdorff 空间 ， 

XE. iE os.5 是 止 册 空间 X ERNA. Dd Xd T. 空间 ， 
KETE FE UBER SD —AHRAEacU, 而 PEU, WJ be 
XU. Ei X XjuEWIEE xp exa MORE 和 的 采集 XW, FERA 
不 交 开 集 V 和 更 ， 使 得 ac V, XNUCW. 了 和 琴 即 为 分 别 包 
£ «RP b RARI R X 是 Hausdorff 空间 ， L] 

— THESE X OU 389, AURA X TUSCE S sch uS 
ARA Sexo Xy SE. CARO MES HIDLFELEXSERDSE (S. BUDE SE 
的 有 限 交 性 质 来 描述 . 

在 研究 实数 理论 时 , 订 列 紧 性 的 概念 。 推广 到 拓扑 空间 ,一 
空间 称 为 是 列 紧 的 ;如 妇 它 的 每 个 无 穷 点 集 4 都 有 极限 点 ( 妹 在 该 
点 的 每 个 银 域 中 都 包 有 了 中 无 穷 个 点 )。 可 以 证 明 , 紧 集合 必 是 列 
紧 的 (习题 ). 反之 则 不 然 。 

六 还 命题 请 读 着 自己 让 朋 ， 
命题 12 C) 里 空间 的 任 一 闭 子 空间 是 紧 的 ; 
(2) iausdor Z*[u X apu £ BIS; 
(3) Wm exe SURE PUT) o RIS 
(4) REHE Hausdorft Ziju] 9 E 2k 33 E: ER S 
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(5) A EIAN hARSA ET BB AX. L] 

A. CD Wk f hk R 到 R 的 连续 映射， 由 连续 定义 可 知 对 
于 zeER'， 由 等 式 fCu, iz.) 一 REDEA Qn, Z 
c 或 <= 所 定义 的 R* 的 于 集 是 闭 集 ， 和 如 果 它 也 是 有 有 塞 集 , 则 就 
EEH. 

特别 地 , n 维 球 面 (a 1) 


$5 = Cx, ... Xa) € R*^" 


Es 


TEH. 
(2) n 维 实 射 影 空间 P 是 S* 的 同 态 象 , 故 是 紧 的 。 
(3) n ÆRE T° 一 K/Z 是 R 中 有 界 闭 集 , 故 为 紧 集 ， 
(4) ER 0。 是 有 ”中 有 界 闭 集 。 设 A= (ou) € On Mi 


Witir = iko YLS], kR n 
1-1 


故 它 是 紧 的 ， 

关于 紧 空 间 的 一 个 重要 定理 是 : 

命题 1.3. (TaxoRoB》 X, X;, 1€ 1 都 是 拓扑 空间 , 且 X = 
1 X;， 则 XX 是 紫 空 间 , 当 且 仅 当 对 一 切 i€ I, X, 是 紧 空 间 。 

我 们 六 给 出 此 定 避 的 证 明 , 有 兴趣 的 读者 可 在 很 多 节 中 找到 ， 
例如 Siegel, Hontrparm 和 Higgins Sj AAGE. 

iR CIERRE X ORTER RIRE E COREA C 的 开 

命题 1.4. XE Hausdoriff Zij, WERNA REE 
DAT A 22 IR 95 5k. 

证 。 设 4,B XADE R 对 任意 ac 4, 5€ 
B, (FIEBjJTÓHE Vas 和 Uss a€ V, ,, bE Un V.,D U, = Ø. 
B c U Uss 由 紧 性 ,存在 有 限 个 Us aUo, `... U, ° 使 得 BS 

5eB 


* $ ° 


U Uu mU. BV m flv. 则 UNV,~= Gak 


tet 


4 中 变动 , 有 AS UJ Fe。 由 4 的 紧 性 ,存在 有 限 个 了 。，…-.， 


a€ d 


V. HS 4， 取 7 一 UJ VS, ü= f YU.,, W ACV.BCU, 


H UnV = Q. 口 

拓扑 空间 X 称 为 局 部 紧 的 ， 是 指 X 中 每 个 点 都 有 一 个 紧邻 
域 ， 

命 显 1.5、(1) 局 部 紧 空 间 的 闭 于 空间 是 局 部 紧 的 ; 

(2) 设 X 是 局 部 紧 空 间 ，f:X — Y 是 连续 的 , JF H. 满 的 映 
射 , 则 Y 是 局 部 紧 的 ; 


(3) x — [[ X; 是 拓扑 空间 的 乘积 ，Xi == @, vie. WJ 


X E ES LEA BX 5848 r6 1 都 有 X; 是 局 部 紧 的 ， 且 涂 有 限 
^P EM X, ERW. 

证 。 (1) RXZ. Y 是 X 中 闭 子 空间 ，yé€ 了 CC 
X. MAX ETY RSR N, BEX, YAN 是 NN 的 闭 集 ， 
显然 它 非 空 .由 命题 1.2(1) 可 知 YAN ER CREY 在 Y 中 
的 紧邻 域 ， 

(2) 对 任 一 y € Y. "NF 是 满 射 , 故 有 <€ X, 使 1(x) — y. 
VEN Rz 在 XxX 中 紧邻 域 , 则 f(N) 是 Y 中 紧 集 《命题 1.2《37)》。 又 
f 是 开 的 , 且 ye 1(N)， 内 此 KN) Ry 的 紧邻 域 . 

(3) 设 X; 是 局 部 紧 的 《Vie 1), 和 且 除了 有 限 个 X 外 都 是 
紧 的 。 则 对 任意 x 一 (zDEX， 对 每 个 1， 存在 N;EX; cu 


^os BERR, HALERE i A Ni 一 Xi， 由 命题 1.3. 可 AD 


Ij N; E RER, 
反之 ; 设 X = I X; 是 局 部 紧 的 ， mX — X; 是 连续 的 , 开 
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Bi L9. th OD 5 可知 每 个 X; 是 局 部 紧 的 。 设 x< X ARRA 
N, UERR RIENT ARARA i U WA nOD = X; 
因此 除 有 限 个 外 ，X， 都 是 紧 的 . [1 

命题 1.6， 设 X 是 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 ,了 是 X 的 紧 子 
集 ,U 是 Y 的 开 邻 咸 。 则 存在 开 集 V. 共 闭 包 为 紧 集 , 且 YCVE 
VCU, 

W. AEsEXGEKSQQ.GRY E X R E, YCU.U 是 开 
集 ,X\U 为 闭 集 , 故 为 紧 集 ,由 命题 1.4, 可 知 存在 两 个 不 交 开 集 W; 
MW: Hi YEW, XX\UEW,, 于 是 有 WSX\W:SUVU。 注意 到 
XW: Hi EHE WC X AW,CU. $ V-—W;NJ =F, 是 
紧 集 , 且 有 YCVCVCU. 

XX EPRE. Y E: X BS T E, U Æ YpPIH ER, 


对 每 个 xyeyY， 存 在 * EXPERS Un U U.2Y, 由 于 Y 


是 紧 的 , 故 夺 在 xuccox.€ Y, W = U U,2Y. 由 命题 1.2， 


wi. +E UNW 是 了 在 2 li h09 145 B, 以 上 论述 即 说 
明 存 在 Y 的 开 邻 域 ,7 R AA vcvcvcunweu. O 
命题 17. 设 X 吓 局 部 紧 的 Hausdorff 拓扑 空间 , 则 X 的 任 
一 和 开 子 集 部 乱 局 部 紧 的 ， 
证 . 设 Y 了 是 XX 的 开 子 集 , 对 任 一 xe Y, 0x 是 闭 集 , 因 而 是 
局 部 紫 的 。 {x} 中 x 的 紧 仓 域 只 能 居 (xl, DS ix) ERE. 
Y 是 (xt 的 开 邻 域 ,由 命题 1.6 可 知 存 在 x 的 紧邻 域 VC Y, D) 
我 们 还 会 月 到 以 下 概念 。 
定义 。 称 拓扑 空间 X 是 ac- 紧 的 ， 如 果 存 在 可 数 个 紧 子 空间 


Kas 使 得 X xh U K,. 
n] 


称 拓扑 空 间 X 是 可 数 紧 的 ， 如 果 从 多 的 每 个 可 数 开 覆 六 中 可 
人 以 选 出 有 限 个 元 素 组 成 X "UR 
称 拓扑 空间 为 局 部 可 数 紧 , 如 果 和 X 中 每 个 点 有 开 邻 域 ,其 闭 
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包 为 可 数 紧 子 空间 。 

BL (1) 任何 紧 空 间 是 扁 部 紧 的 ， 

(2) [EAT HS B 25 138 FE RE 39 Bs c nb E kia 
该 点 本 身 就 是 它 的 紧邻 域 ， 

(3) R, C 是 局 部 紧 的 ,然而 有 理 数 Q 却 不 是 局 部 紧 的 ， 现 
在 我 们 来 证 明 这 点 。 
” 对 任意 re Q. r 的 任 一 邻 域 (对 适当 的 & > 0, s > 0) 包 
@ (r— r+ s). 华 此 区 闻 中 必 有 一 个 无 理 数 gg、， 它 可 以 用 
AHRR EAH Q 中 存在 无 穷 点 列 sq os， 它们 
WE lim a, = o, a &Q,. 这 说 有 明 ? 的 任何 邻 域 都 不 是 列 紧 的 ;从 
而 非 紧 的 . 


82. ja fh 群 


XX 21. 集合 心 称 为 拓扑 群 ， 如 果 G 是 个 群 ， 又 是 拓 扑 空 

出 ,并 日 这 两 种 结构 是 相 容 的 。 也 号 是 说 , 群 的 葬 法 运算 
a: G X G— G, 
v G — G 

8j. G) RCG Ha PIARA PUER EE EET IHETGTHSE S C 
分 别 记 为 CR, 十 ) £n CC, +), 

(2) XM, CR", 2, CRI) A CC8,-) MERE. 

(3) R" BHT JI ERE m PnfhikindbHE. 

(4) EREE , EUR Ek a FLEX OST, 

(5) G 是 一 拍 扑 和 群 ， MJ C ESTE SE —- f BEA F + 2 a) 918 
GETHER ux dé ZQ Dat THE ,特别 Z TENE 
十 离散 折 扑 ， 

(6) 1 维 球面 S'CCC*, S — ixlix| = lp, EXIT 382 K C* 
的 子 空间 折 扯 是 拓扑 群 。 


(7) 在 Q 中 可 引入 p-adic 拓扑 ,这 是 由 p-adic RESIA 

的 距离 拓扑 。 设 ?为 一 素数 ， 对 Q 中 任 一 非 零 元 r= pmm 
《mzyp) 王 1 定义 zx 的 p-adic 赋值 为 lel = p7, SE X 10], 
0、 不 难看 出 定义 d(x,y) = 1x 一 yl WESERI RIIK 
它 为 p-adic 拓扑 。Q 对 加 法 《或 乘法 ) 和 p-adic 拓扑 是 拓扑 
群 . | 
(8) 一 般 线性 群 GLR) 由 一 切 元 素 在 R 中 的 n x * 非 


异 拓 阵 组 成 ,它们 在 矩阵 乘法 下 构成 群 。 将 每 个 矩阵 视 为 RU rh 
的 元 素 ， 则 得 到 子 空间 拓扑 ， 不 难 证 明和 矩 踪 乘 法 对 此 拓扑 是 连续 
的 ;因此 GL, (R) 是 拓扑 群 . 

RWE, GLO 等 也 是 拓扑 群 。 

(9) 由 45) 可 知 GLR) 的 子 群 都 是 拓扑 群 , 其 也 有 

FERIRE: SLR) = (4 € GL CR) |det4 = ij. 

IEXEEÉ: kH% GL,CR) mibgXx PR RE, 

O,(R,H) = (4 € GL,(R)| AHA! = H} 

kE EGER. IS: BHARR I. paemjir 228608 0R) 或 
O,. 


XE HO GLLQCR) h bos BOE, 
Sp, CR, H) = (4€ GL,,(R)| AHA = H} 
EFE. iu lh M) 
Q0 I 
E ^ 
Em T X n t in tr ka E, 
注 ， 以 上 各 例 绝 大 多 数 是 局 部 紧 拓 扑 群 ， 例 如 我 们 可 以 说 明 


GL,CR) 是 局 部 紧 群 ,从 下 文中 我 们 很 快 知道 ,只 要 找到 单位 元 的 
紧邻 域 即 可 。 我 们 作 


1 + =, 0 
f 1 
0 lta&-- o [|sec,- !. i| 
Bo : S 7 22 315 
n L 
0 is ita 
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上 是 R* cnc pni Lou di cR EL E rest dp 
EXM 22. jd G.H 都 是 拓扑 群 。 若 映射 gp:G 一 日 是 群 同 
态 又 是 连续 瑞 射 ， 则 9 称 为 连续 同 态 。 若 9 的 逆 映 射 在 在 ， 而 且 
也 是 连续 同 态 ， 则 9 称 为 一 个 同 构 。 这 时 ， 我 们 称 两 个 拓扑 群 是 
` 0 G) (R+) = (RY,')， 同 构 为 
(p: R — R:, 
x 本 一 > expr, 
r cos sin ð 
(2) 二 阶 正 交 群 OR) = ([ 
$€C*, [£j 
3: ( cos9 sin 


) es n) mis 


'— sin @ cos 0 


)— cos? + rsin 8, 


— sin O. cas 


(3) 2 (R,4) 表示 R 以 离散 拓扑 所 成 的 拓扑 群 , 则 虽然 
p: (R,4) — CR, +), 
x — x, 
是 连续 映射 ,但 其 逆 不 连续 。 因 此 (R,4) 5 (R,+) KAH. 
定义 23. 一 个 拓扑 空间 了， 若 对 任意 a be X, REFEX 
BURNS aB% b, NIER X EF HER, 
命题 2.1。 拓扑 群 必 是 齐 性 空 司 。 
证 。 设 5G 是 拓扑 群 , 考 虑 6G 到 自身 的 映射 右 乘 上 映射 。 对 任 
— € G, E X 
rr G — G, 
x E xs 
id 
pm: G — G x G, 
¿F > (r.s) 
gx: G x G — G, 
(z,s) > x5, 
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W +, = pops BR qu 和 p, WEERRI k r REZ 
89. XE ra= Cr) RE, F r, ERR, 对 任 给 a, be 
G,r,-1(a) = b, ü 
+. ARERI siese EESTI. 
ik 4,.B comp. 
AB = labiac A,be Bh, 
A =la jae A), 
命题 22 设 G 是 拓扑 群 ，4,8 是 G 的 子 集 ，x€ G， 则 
(1) 4 是 开 ( 闭 ) 集 之 Ax 和 z4 是 开 ( 闭 ) 集 ; 
(2) 4 EFES AB 和 BA HENE, 
(3) 4 Ri E. RH SI 3E= AB 和 BA REE: 
(4) A,B PERESA RUE. 
dE. CD i4 r, fü :， 前 是 同 是 ， 故 它们 嫩 是 开 映 射 又 是 闭 
映射 。 
(2) 4B 一 U Ax 是 开 集 之 并 , 故 为 升 集 。 同 理 ，84 也 是 
JF. 
(3) 4B = UJ 4x 是 有 限 个 闭 集 之 并 , WOAR M, BA 
BEE. 
(4) 出 命题 13，4XB 是 G XG 的 紧 子 集 , PA a: Gx 


G — G 是 连续 的 。 由 命题 L2(3), 可 知 AB = (A x B) ER 
THÉ. Lj 


$3， 拓扑 群 的 邻 域 组 


给 定 一 个 空间 的 拓 盾 的 皮 方 使 作 半 是 确定 出 基本 邻 域 组 ， 即 
向 扑 基 。 我 们 知道 , 任 一 拓扑 群 都 是 齐 性 空间 , 设 C 为 拓扑 群 ，。 
AHAA ARAM r Heke 如 果 了 1 是 包含 c 的 开 邻 
域 , 则 Ux 是 含有 z HAPE. 故我 们 只 要 定 出 单位 元 e 的 基 林 
开 邻 域 组 多 ， 就 定 出 了 G 的 基本 开 邻 瑾 组 。 我 们 又 称 . 多 为 。 
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的 开 基 ， 

命题 3.1.。 F 为 拓扑 群 G 单 位 元 的 任 一 组 开 基 ， 则 有 

(1) 对 U,V€. , FE We, tti wcunv; 

(2) ik ac€Uec , ， 则 存在 VE， 使 得 VacU; 

(3) iz Uc, WEE V é Z, E4 V iy CU; 

(4) 设 UEF, x€ G, WETE Ve, WE x 'V>SU; 

(5) ik Uc F, WEE Ve, WE FED 

(6) ik Ue F IEE WEF ,使 得 w'—w-Wcu, 

证 ,C1) UV 是 含有 = BJ PE E E e S97 E AUI SIEGEL > 
中 一 个 元 素 W. 

(2) Ua^ 是 含有 < 的 开 集 ,因此 包含 一 个 .多 hR V, i 
VacU, 

G) 考虑 g: G x G— G, (a, b)F—>a b, 它 是 连续 映 
3. U WHR. p U X G xG RRR, H Ce,e)€ p 'U,|N 
此 存在 AEF, Be, 使 得 4 x BCoUU. 由 (1)， 存 在 
Ve. ,VCcADnB, FRE] V x VZq?U, W V^?V CU. 

(4) ZE p: G— G, gi— r !g+。 它 是 连续 映射 ，U 为 开 
E pU 为 开 集 , ecp™U. 因此 存在 V e Z ,V CoO U, 
BD >= V <U. 

(5) 由 G) & Ve, E VOV CU, 注意 到 e€ V, W 
vV “cV iy CU. 

(6) "5E p: G x G— G, (a, b)F— ab， 它 是 连续 映射 ， 
QU kkGÉ (Cee) WIE. KA 4AE F, Be, Ax Bc 
g U, HB We , WC ADB, WE W xWtge"U,Bl w'c 
U, C] 

事实 上 ,上述 性 质 完全 决定 了 拓扑 群 的 基 。 确 切 地 说 ,有 

命题 3.2，。 设 吕 是 一 抽象 群 ， 殉 是 G 的 一 组 非 空子 集 ， 每 个 
TERSA e. XB WBALÓBRR 3.1 pE 《1) 一 (4)， 则 6 中 
存在 唯一 托 扑 ; 它 以 :也 A e RAEE SAU IG |o ipi. 

证 . 令 

a 13* 


B = {Ugl Ue F, g€ G). 


HERRIZ E G HHE. LE GRAI [o UE— 
VERE SEPARS. 

首先 ,显然 有 U Uzg = G. 

ER AIER Ua 和 Vb, 其 中 U, VEF, a, 
bé G， 我 们 来 证 明 Va 站 Vb 是 B 中 一 些 元 素 之 并 .为 此 只 须 
ERRER ce any7z， 存 在 多 中 一 个 元 索 W, 使 得 W S 
Ua(iVb, Wk c= ua = vb, e€ U, v€V, 由 命题 3.1 中 竹 质 
(2), 存 在 Us V,€ F, EB Uu CU, Vw CV. FE, U, = 
Ua Ua, Vic = VievbC vb, DERO), 存在 W € Z, WG 
UNV dU WeSCUaf Vi, 4 ¿a = b= e H RRAZ Er: e 
的 开 基 、 

下 面 我 们 证 明 G 在 此 拓扑 下 是 一 拓扑 群 , 只 须 说 明 p:e) 
>be 是 连续 映射 ， 即 对 每 个 Uaec æm, UB] o (Ua) 是 
G x G 中 开 集 。 设 bc ua, ue U. 由 性 质 (2), 存 在 V € .多 , 
使 YsxSU。 由 性 质 (4), 存 在 weZ, b'WwWECV. 又 由 性 
Hi (3), 存在 Ze , Hi Z-Z SW, WJ p1Z 'ZbuaczUa,Rnl 
(Zb)?(Zce)&Ua. O 

34.2 全 部 由 子 群 组 成 时 ,条 件 还 可 简化 。 

命题 3.3。 cC E THE, S 是 6 的 一 组 子 群 ,满足 

(1) 3; U,Ve Z ， 则 存在 we. , Èt w unv; 

(2) # Uc. , x€ G, WEE Ve , Eig x'Vxcu, 
U GELF 为 。 的 开 基 的 拓扑 群 。 

E.A EU iu EROS EE. HUC. HU-U'",H 
如 «€ U, 有 aU — U, 29i xh án RE 3.1 中 的 (2)、(3), RER 
V = U. By 3.2, Citi F 29e BOT A, G 

A. (D 考虑 Q 对 加 法 及 p-adic 招 扑 所 构成 的 拓扑 群 ， 
对 WeZ, Wx 
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U, = (my [nl pin). 
则 有 正规 子 群 列 
二 过 
其 中 元 素 构成 了 加 法 群 单位 元 0 的 开 基 . 
(2) 对 Q* 在 p-adic 拓扑 下 构成 的 乘法 群 令 ,太一 1 十 D， 
其 中 U, AA) N 
{P.E Z}, 
构成 单位 元 1 的 基本 开 邻 域 给 ， 
(3) 对 任 一 群 GE， 可 取 其 一 切 有 限 措 数 子 群 为 e 的 基本 开 邻 
HH. 
(4》 对 任 一 群 G, x X G 的 次 位 子 群 为 
G = G = ÉI (aba? b^" la,be GY 所 生成 的 群 ， 并 归纳 定 
x 
G^ = GC vire Z*, 
则 得 到 正规 子 群 降 列 
如 了 Cd 过 CGO 人。 
宠 给 出 G 中 香 位 元 的 开 基 。 
(5) R 是 任意 包 有 1 的 交换 环 ，R[Iz]] AREWA AA 
XM. 定义 
U, = x"*R[[x11. 
则 Abel 8fBETU 
U,2U, 2U;2---*, 
ERAF. (R[[z]], DEEH FERI. 
为 了 证 明 —- 82 84 E RIA SERE ENAA NEERA. 
下 上 面 给 由 判定 映射 为 开 映 射 的 条 人 忻 。 先 证 明 一 个 重要 命题 . 
命题 3.4。 (Baire) 设 X 是 局 部 可 数 紧 正则 空间 , 则 X 内 不 存 
在 可 数 个 闭 子 集 {F,}， 使 得 每 个 F, WAKE 


X= UJ En 


*=1 
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| WE. VLA {F,} 满足 命题 中 条 件 。 以 D. W F, 的 补 集 .XX 
是 局 部 可 数 紧 的 , 则 可 选 一 非 空 开 子 集 Uo 使 得 U, 是 可 数 紧 集 、 
现在 我 们 证 明 : 一 定 存在 非 空 开 集 U, 使 得 USUND. OW 
F, EAA RA Uo 宇 Fl， 由 XX 的 正则 性 ,对 U, 中 不 属于 Fl 的 
点 *， 必 存在 不 相交 开 集 了 和 W, E x€V, RGW, VC 
XW, RERE. VCXXWWCD. XA UV。 开 ， 存 在 开 集 
V', 使 得 x€V'CU, W| V' CU, B U, = VOV, MJ U, 3E 
ZH USUND. 同样 推理 可 得 韭 空 开 集 D, s, Uno -满足 
USU: N Datecs UCU, U D... HT U, 是 可 数 


ZA, HURU, -a NI: Au, > 路 H f U.c (1 p n3 
TE[)D.-é6,ik5 x= U F. FA. C] 


ik. HERE X Eae Hausdorff 空间 的 情形 也 对 ， 

命题 3.5， 设 所 是 正则 局 部 紧 o- RE, HEERA K 
HÉ. p: G -> H 是 连续 江 同 态 , 则 中 是 开 有 映射， 

证 . 设 

44 = {U|U 是 G 的 单位 元 开 邻 域 , 且 U= U7}, 

o^ = (VIV 是 五 的 单位 元 开 邻 域 1. 
由 命题 3.1(3), JARRERA: 对 一 切 Uc 27 , pU 是 五 的 开 
E, uF peU 包 有 一 个 VEYW， 则 o(U)-— V - oU), 952. 
由 命题 2.22) uf 多 «(UD 是 地 集 。 政 我 们 只 需 证 明 对 一 已 Uc 
2r. VEE Veo 使 得 VEW). 

由 命题 3.1 可 知 存在 单位 元 开 4piE Wa. ER WPW SU. 
由 于 G 是 局 部 紧 的 ,再 由 命题 1.7 可 知 办， 也 是 局 部 紧 。 因此 存 
在 单位 元 的 闭 紧 部 域 WEW, Hub WCWCU. G X E e 


紧 的 ， 可 设 G— Ú K., K, 一 【| xw, K, E, T£ K, 是 


3^1 x€ Ka 
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有 限 个 xw 的 并 。 因此 存在 可 数 集 (x). 使 G= Wr „W. 


w=1 


是 满 射 , H = (G) = UJ plr pW). WREAU eQV) 也 


V. HIEN], ik eO) 为 闭 集 。 如 果 pea) ERA: XA 
qx, ApQW) 亦 然 ,这 与 Baire 引 理 矛盾 。 因 此 Ww) 2A EZ 
FEV. E ?<EF， 则 存在 z€ W, EF p) y. 于 是 由 
z AW CU 可 得 

q(U)2q(x W) = pix) 'p (W ayy. 
显然 y VES. L1 


$4. T BF gg BÉ 


在 $2 中 我 们 已 给 出 了 拓扑 群 子 群 的 定义 并 看 到 了 一 些 例 
子 。 现 在 我 们 来 研究 有 关 实 数 加 法 群 子 群 的 一 些 实例 . 
例 .(1) HEAR R WIESE TE Unc 


G) H Ae’, H H — aZ, ac R*; 

Gi) H fr R ERE. 
E HOL, b) EG IRA uA ahi a > 0. XS fE— x€H, 
*& x—|7|» am |^ [oo Z 98883. R ose — ||. 


< a, |i x— | ac H, i E X 0, FD x= |z] a, H= 
al. 

iH ARREBURKRU MER 6270, 有 x, Eca E 
zeH. 取 na(ne Z) 作 分 点 将 R 分 成 无 穷 多 个 长 小 于 6 的 区 
B {iaza + Dalle ZY, fE— r€ R 必 落 人 某 个 区 间 中 ， 注 
意 ,这些 分 点 都 大 已 中 元 素 。 这 说 明 瑟 在 R dud. 
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注 .此 例 说 肯 R 的 任 一 非 零 加 法 子 群 都 是 无 界 的 。 

《2) 设 G 为 正则 局 部 紧 群 ， 态 为 R 或 R 的 一 个 离散 子 群 
rZ, Í: H — G HERAS. M 

G) WREE ae R 及 G 的 单位 元 邻 域 UV, 使 得 (he H|fCA) 
€ U}S[ 一 a,4]， 则 H— ÍCH), EITHA. 


Gi) X f:8 一 (8) 不 是 拓扑 同 构 , MJ JOH) 是 G 的 紧 子 
群 , 且 对 G 的 单位 元 的 任 一 个 开 邻 域 U, FF 8220, 0€ H, Í 
得 Vhe H, IC([h,,h + 811 H)C]U S Q. 
WE. G) 从 已 知 条 件 可 知己 的 原 象 是 有 界 的 ,特别 单位 元 e 
的 原 象 即 Ker f 是 有 界 的 ,由 上 例 的 注 可 知 互 的 子 群 Kerf 一 {0}. 
下 面 我 们 用 命题 3.5 证 明 f 是 并 映射 。 显然 R 或 rZ 都 是 正则 
局 部 紧 的 o- 紧 群 ， 我 们 只 要 说 明 fOH) 是 正则 局 部 可 数 紧 群 即 
可 。 因 为 G 是 局 部 竖 的 ， 故 存 症 单位 元 开 令 域 V, (BR V XH 
FCUC 由 命题 1.6,1.7 可 得 ). V DCH) — Vn C 一 a, I] Y HDE 
紧 集 , 这 说 明 j(H》 是 正则 局 部 紧 。 我 们 的 结论 得 证 ， 
Gi) Hb fi H 一 了 (H) 不 是 拓扑 同 构 。 因 为 H) fk G 中 


闭 ; 改 必 是 局 部 紧 ， 不 妨 设 G = JCH)。 则 G 是 交换 群 。 取 > 
0, Xp GREFFE 4 x o, VEE t€ H 和 G 的 单位 元 开 领 
ik U, (B4 U = U?, (OUSA 由 G) A, UAR AE 
界 , 十 是 有 he H Boh ac or, E feU, i FG + RS 
IDEAT OWU SA., 这 康 是 说 ;在 G 的 任 一 开 集 中 部 有 点 ,其 原 
ST (a.900. ipi f((a,005010H)- G, 则 在 G 的 任 -一 
集中 部 有 人 象 点 ， 境 有 取 了 为 CG 条 毕 位 元 开 邻 威 , 使 得 一 VF" 及 
V ERE, MAER x< G, ZE ye xVüOf(Ca,co)(lH). x€ 
yV = IVE 200 HT, Eb G-—f((2,950011H)V., 由 
此 出 发 并 往 辣 到 V At WEE vl IFE A PRATO fia d, E, € 


(a, fH, dió Vc 局 FKGDV. id am 65。 对 任意 1€ 
全 int(f ^ (AP) to, oo), Ni f(z.)€ xV. WEE tis 
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使 得 fC e xf QV, EU fG. — E zV. VÀ) z, — n < r. BB 
上 面 对 n 假设 可 知 ro — s < 0. BU z, < m PESE SU. x € fV, 
因此 G = f([0,m1(Y H)V. ET H = R m rZ S.DmlIng 
EKZ 3 G KEE OW CO TUR EXT SDhE U, WAW 
域 VY， 使 得 VCU, V = V7 R V RES GB UL 6,17 可 得 
的 存在 性 )， 由 上 述 可 知 ,存在 m > 0, G= /([0, m] Y HDV 
对 任意 hE H, Æ f(A) — FOX, Huh ore [0,m3, BI fG + 
hye P= VCU, 因此 只 要 取 ô= m Bin, 

下 面 我 们 讨论 一 下 G 的 子 群 的 开 和 闭 的 性 质 . 

命题 4.1， 设 G 是 拓扑 群 , 见 

(1) G 的 每 个 开 子 群 一 定 是 闭 的 ,每 个 有 有 限 指 数 的 闭 子 群 
一 定 是 开 的 . 

(2) G 的 含有 单位 元 = 的 任意 一 个 邻 成 的 子 群 一 定 是 开 的 . 


. (1) iH Ë CORET CH = U Hn. 由 命题 2.2， 


每 个 bH 关 开 集 ,因此 GMBH 是 开 的 , 即 号 为 闭 的 。  PURH E Pn 
子 群 ,由 命 师 2.2.4 b H "RUE; [GIH] < co, JW] G\H 是 
EBIN S EB. 

(2) EHU E G BJ F BF H. SUB RAIG e 的 一 个 邻 域 。 则 它 必 包 
育 -- 个 含 单位 元 的 大 集 U, ORE H= UH, 则 由 命题 2.2 可 
X HJET^RS. L! 

设 G yj ThEe , ECHTE 则 由 等 价 关系 : a~ be 
ab € H, vjígggzxi] G/H = (aHlae G}, DL p IE 8 G 一 
G/H, x — Xx 人， 由 商丘 下定 义 可 知 G/H RA VATER SEE 
仅 当 oV. AAR., GIH 称 为 G 相 对 于 号 的 左 陪 集 空 间 。 我 月 | 
有 

命题 4.2. G ÆRIN H Æ GF, G/H EE GAF H 
BJ EP t "ERI. W | 

(D) KRH e:G— G/H 是 开 的 。 

(2) H ERTEGI E ROB 
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AE. (D Ws E GB EC oS 是 G/H 中 开 集 . 
由 离 拓扑 定义 ,只 要 证 明 o 'o$ 是 G 中 开 集 即 可 ， 注 章 到 

etos 一 {与 5 JEPEBUS H POTES SCELTE Y 一 SH, eB 2.2， 
可 知 SH 为 G 中 开 集 。 故 2 是 开 的 ， 

(2) H £&JI-T HEe—H I BEA TEACH ROTE e GJH 的 每 
AREFE A GIH 具有 离散 拓扑。 [1 

x HIG Wb, G/H 有 群 结构 ,同时 上 述 有 商 拓扑 。 这 两 个 
结构 是 否 相 容 呢 ? 下 面 命题 回答 了 这 个 问题 。 

$E 43. G Eft, HIG, Wb G/H 也 是 拓扑 群 。 

证 .由 于 是 同 态 ,我 们 有 下 面 两 个 可 交换 图 表 


GxG G G G 
ob d lr 
G/H x G/H ms GIH G/H GJH 


其 中 a.v DI ERGERE. aor 分 别 表示 G/H 
rpROGEEZERDRIEÉIB PE. 只 须 证 明 sor 是 连续 映射 。 EAR 
由 psp 有 连续 可 得 mlo X o) ER., t G/H 中 有 一 开 集 U, 使 
得 £ lU KENTE. 但 是 (o X py la tU EFR. HRR Hth 
的 定义 不 难 证 明 P x e 也 是 开 了 映射。 这样 就 有 a U 一 (e X p) 
Co X p) E U 为 村 集 , 予 盾 ， 因 此 pw 连续 . 同 理 ，» 也 连续 。 品 
在 命题 4.3 的 条 件 下 得 公 的 拓扑 群 G/H 了 称 为 6 的 商 群 ， 
设 有 中 是 从 丘 扑 群 C， 到 拓扑 群 G, EÉN š 08 F] as kero = 
= N. JE HIS PEI RE GN 5 G, 同 构 。 设 
Pp: ON G,, 
aN l pla), 
表示 这 个 同 移 。 自然 p= 4*p。 o 是 商 映 射 ， 是 开 且 连续 的 同 
£. KEA TE UGG. WJ QUU = ppU 是 Gi 中 开 集 . 即 
QUU E GN 中 开 集 。 因此 p 是 连续 同志 。 BERS JA 
yt ER 1-1 kS. FERE? RENEI AVE G/N 中 开 集 ， 
则 oV 是 G, 中 开 集 ;因此 "Y 一 pe V R G, 中 开 集 。 BR 


. 2Q + 


pP XAR. TRE 

$58 44. Ub o: G, — G, EHTO XE HR GR IH. N — 
kerp， 则 存在 唯一 拓扑 群 同和 构 9*: Gi/N—Img, Hg = *-e. 
其 中 e 为 商 映 射 : G— G/N, L1 

在 群 论 中 ,除了 类 似 上 述 命 题 的 基本 定理 外 ,还 有 一 些 同 询 定 
理 , 在 拓 扩 样 汕 有 一 个 是 成 立 的 。 即 

命题 4.5. G EMI, L, HÆGT HOL. 则 将 
LIH WA G/H 的 于 空间 或 是 工 的 高 空间 ， 这 两 种 拓扑 是 等 价 
的 .特别 地 : 当 HG, WJ G/H 的 每 个 子 群 都 拓扑 同 构 子 一 个 商 
Ft L/H, HCLCG, 进一步 ;如果 LIG, MAHN AA: 

(G/H)/CL/H) = GIL. 

证 ,我 们 先 证 明 L/H 作为 工区 商 空间 与 作为 G/H 的 子 空 
BHAR Hith ERBE UE LIH RFR pU FEL 
HIFR B pU — ANL, Hh AAB GJ SE, 因此 ou E: G/H 
HE. HTH E LETHE U = eCADL LL) — pANpL QE 
S: 一 般 ,， ANB) — oA 0B 不 成 立 ), 即 U 一 e An L IH jx 
EHI URR G/H TZAPEN. DERE R 
逆转 ,因此 两 个 拓扑 是 等 价 的 ， 

当 HIG 时 , ERRANG, C/H 的 和子 群 同 构 于 一 个 商 群 
L/H. 由 于 上 面 所 述 , 防 个 拓扑 是 相同 的 ， 内 此 这 是 一 个 拓 补 同 
构 、 进 一 步 ;如果 LIGG, Aum ESA: 

G£, G/H > (GIH)I(L IB), 
# HB pse AÁDIEJPBARSI, ker(opo)- L. 因此 由 命题 4.4 可 得 所 
需 结论 。 LI 
$4. (1) p: R—C*, 
t > exp(2zit) = cos (2x1) + 1 sin (2 xt), 
这 十 一 个 连续 映射 ，Kergp = Z, Ime = S, AEH P X JF Ue 
ai. MA HERH 
R/Z = S, 
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(2) q:C* — Ri, 
z| zl. 
e 是 开 的 满 连 续 同 态 、kerp = S, AEA 
C*/$ = R£ 
(3) p: C*— F, 
zi> z/izl. 
它 的 核 为 RI。 于 是 有 
C* /R? = S. 
(4) 行列 式 有 映射 8: GL,CR) — R*, 
A detA., 
8 ERA, MERRE A SLR). wA AIRAA 
GL,(R)/SL,(R) = R*, 
(5) ii H = {4 一 41,14€R*}, 它 是 GL,OR) 的 正规 子 
F AAF R*。 作 商 群 
GL,(R)/H, 
它 叫做 射影 一 般 线性 群 ,是 一 个 拓扑 群 。 
由 命题 1.2 立刻 可 以 得 到 
命题 4.6。 设 c 吓 拓 扩 群 ,及 是 6 的 子 群 , 则 
(1) G JXÉXHE.uiéBpT BH ERE, 
(2) G RERBE—G/H ERZI Li 
为 了 进一步 讨论 拓扑 群 C 的 紧 性 与 其 子 群 及 商 空间 紧 性 的 关 
R. 我 们 介绍 下 列 拓扑 空间 紧 注 的 等 价 条 件 。 这 对 下 一 章 也 是 有 
用 的 ， 
命题 #4.7. X 是 拓扑 空间 , 则 下 列 陈 述 等 价 : 
(1) X 是 紧 空 间 ; 
(2) iZ iX} 是 和 中 一 个 非 空子 集 族 ， 若 它 满足 : 对 任意 两 
T Xio Xj DFE XX. (RR XQCDXQU X; WEE x€ X, 使 得 


r€ n X;; 
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(3) 设 T <= Y) 是 艾 中 非 空 升 集 族 , 且 满 足 : (OO 对 Ys 
YET, B Y;UY;eZ ; Gi) # Y,e Z”, YY, B Y 是 开 
集 , 则 Y e= 假定 X&7, Tr] U Y, = X, 

证 .我 们 循环 论证 ， 

(1)=>(2); WE XE. 1X) 是 满足 (2) 中 条 件 的 子 集 族 , 以 V; 
ip X, 之 补 集 ， 我 们 具 须 证 明 (V KURA X. WERA A 
存在 Vist 7; ， 它 们 是 X 的 有 限 开 覆盖 。 对 应 UG) 中 子 集 


为 Xi,,-… ,Xi,， 由 假设 必 有 一 个 XIC (X, WIRA V 2 


R=1 
U yi 一 xX。 但 这 与 X; 非 空 矛盾。 


(2)2(3); ik {Y;} 是 满足 (3) 的 开 集 族 , 令 X; 为 Y, 之 补 
HU (X;) 为 满足 条 件 (2) 的 非 空 闻 集 族 。 由 (2) 有 re Q= 


f) Xi; S x& Ú Y, BD UJ Y, = X. 


(3)9 (1 HX] —JWE (UJ, RATEDS— JE 
= = [UU JI, B. UCHRA U, 的 并 让， 
显然 了 满足 (3) 中 所 列 条 件 ， 因 为 每 个 Ue S”, Bii U U — 
X”, BOTKE XEF, MERA U, zH TEN X. D 
命题 48， C E-ANEM CEC Tk, ARAS C 
的 开 集 , 则 存在 的 一 个 于 邻 域 让， 使 得 VC A. 
证 .对 任意 eC, TE e RBR Wu. EH W.xC4. E 


命题 3.1, ZpdE e 的 开 邻 域 Ve E VIC W... |] V.x2C. HC 


的 紧 性 ,存在 XI ^^. X, 及 相应 的 Puce pus 使 得 U Vai 


C. y= f^ V, MJ vc cU VV U Wiz; SA, jkib 


4-1 i-1 imi 
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W = Wr. i n 
dH49. G Rim, HECHTE. =H Sms 
G/H BEI. GE. 
证 ， 我 们 用 命题 4.7 来 证 明 ; MULT Rb G i WE 4270 中 条 件 
BUH ER Hik LI Y= G、 我 们 只 要 证 明 Ge Bl. 
设 p 为 商 映 射 G—G/H. EX 
S” 一 TFI E GIH JEE, A om7e Z). 
不 难看 出 F 满足 4.7(3) 中 条 件 。 我 们 希望 证 明 77 rh 元素 
fS: G/H. 
A HÆR AHILE re G, H ERE, oap pAEUERS +H 
的 覆盖 ,因此 存 夺 有 限 个 pE GR H. 下 它们 的 并 , 1005 4.0) 
有 HZA, Ac 27. 由 命题 48 可 知 , 存在 ee 的 开 邻 域 人 用， 使 
得 WxHCA4. WxH BRR, m UAR E WHET, 
WxH 是 日 着 二 个 陪 焦 元 素 且 并 ， 因 此 有 
p oWxH = WxHe.7. 
于 是 oWxHe€.7 .注意 到 x€ WxH, [Ny re , Yre G, Ri 
(JV = G/H. Bi GJH 的 紧 性 ， 根 据 命题 4.7(3) 可知 G/H e 


7. FE G= > (G/H)e Z, (BH 4.7 可 知 '，G 是 紧 群 。 口 

命题 4.10. 设 6 是 拓扑 群 , 态 是 G 的 子 群 ; 则 

(D G RAR >e 存在 紧邻 域 ; 

OC) G 是 局 部 紧 的 : HE mH 是 局 部 紧 的 ; 

(35 G 是 局 部 紧 的 >C) 末 是 局 说 紧 的 ; 

《4) G/H 5H šB REO bs J-> G 是 局 部 紧 的 。 

证 .由 命题 1.2 得 到 人 17， 命 昌 1.5 得 到 《2) 和 {3}。 下 面 放 中 
(4). 

TE ok PRAE E L HIS FERRE CS ELS 8 2E al ew EE X — 
URS S83 Er er RS — n RROA TSE dE 6.1). 大 此 
我 们 有 < AWR Us HAH 12 可 知 U. nH 是 紧 集 。 由 命题 
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3.13] Au zr 4E e WARR U, E UC UGCCU,, TE UNH 05 B e 
BUAHISDim. ë <€ U, W HOxCU HEEZE HPU, rh, & 
CERE, Kiks HANAU = x(Hf)z£ U) LARZ. 

下 面 我 们 证 明 存 在 < 的 闭 邻 域 CU, 使 得 pV — C. HC 
是 G/H pR BE Eag G— G/H. 首先 取 。 的 闭 邻 
JE V. E VSVCU. 由 于 G/H 是 局 部 紧 的 ， 改 存在 号 的 
ARERR Co oV. HEPR. H G/H 的 正则 人 性 ,存在 互 的 
闭 域 C1 € pV s, ER C = C, C,, EEEH RA. 令 V VQ 
eC, WA V HB eV- C. FERINA V RE e EG 
中 的 紧邻 域 . 
0 设 了 是 VV 的 一 个 开 集 族 , 它 满足 命题 4.7(3) 的 两 个 条 件 , 且 
SW V. $ 

Z = (A| A 是 C 中 开 集 ,使 得 e ADVe Z 。 不 难看 出 ， 
53” 也 满足 4.7(3) 中 两 条 秆 ， 只 要 证 明 SU X S; C, [BH 47 A 
CE 7, FÆ V—p'cnve, Ml V 26 8. 

对 任意 <€ V ,由 前 述 HNV ARD, CE7 Br. WX 
让 在 . 宛 中 有 限 个 元 素 改 益 它 ， 设 这 些 元 袁 的 并 为 yJ， 则 有 HN 
VCJe .5 并。 于 是 xsEPUSEJIJUCGNY ) ,后 老 为 开 集 ， 由 命题 4.8， 
ERDA W, EH WOxHÜOQU)CJIUCGNVO. 不 妨 设 W 7. 
Mj WxHOVCcJ, 由 7 的 性 质 得 到 W<xH V e Z. HER 
WxH = p'oWx,i F 的 定义 可 知 Wre 7. Fp oC) € 
六 ,对 任 一 xc V, X XV)-—C,ik 7 Wc. D) 


$5. 拓扑 群 的 积 
设 {Ghe 是 一 组 拓扑 帮 。 作 乘积 
G= [I c 
ZER EHIE. EEE CENIE. 
uS. i8 (G) &-- jaja. G— [[ 6; 是 一 个 拓 
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THER. 
WE. FUR UEBH GTRIJSETE IAE r RR En E PK o 是 连续 的 ， 由 
中 运算 的 定义 可 知 下 面 防 图 是 交换 图 ， 


E 
G x G G G G 
LII 
"x |” | | M 
Hi 
G, X G; G; G; G; 


BMERMLWIESI A ES, OHARRA TREER 
基 中 元 ,了 一 IN 除了 一 各 外 其 余 Ni 一 Gt。 对 一 


WU) xi; iV) 一 Ni 是 十 集 . 但 re (N; ) 一 (H Gi) x N;, 这 样 


N x mV) -— E, 
k=1 
TR 
a) — an (C aza OD) m |) Geo n (QD. 
ki 7 &=1 


由 上 图 可 知 mpu 连续 ;, 因 aV) 并 ,Vk 一 1.2, Ba CV) 
为 开 , 2 的 连续 第 证 明 类 似 2 BEER, LÀ 
A. CR", 十) 是 按 踢 离 拍 ~ 和 加 法 构成 的 拓扑 群 ， 同时 也 是 
< 个 拓扑 群 的 积 : 
H'—RxHx ©- XR, 


PPa, 


因为 及 "中 有 球形 井 基 , f R X R x coo x R 有 开 立 方 体形 开 
基 。 显 然 这 两 种 拓扑 是 一 致 的 。 

由 命题 1.3 和 1.5 立即 得 到 

命题 5 设 (G) 是 一 组 折 扑 群 , 则 

(0 HG; ERR EV, G; ERE, 

(2) UG; RSS «— VY G, 是 局 部 紧 的 , 且 除 有 限 个 以 
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5. G: 是 紧 的 。 口 


$6. 分 Hg 性 


本 节 将 要 证 明 T. 拓扑 群 一 定 是 正则 空间 ， 我 们 将 对 这 种 空 
间作 些 详 细 讨论 。 

命题 6.4. (1) T, 拓扑 群 G 必 是 正则 空间 ， 

C2》 车 G 的 任意 太 陪 集 空间 G/H JT, 空间 , 则 必 是 正则 空 
w. 

证 .(1) 对 单位 元 < 和 一 个 闭 集 A, e& A, BEAR 2F 3 
GVA. CESA e 的 开 集 ,一 定 包 有 。 的 开 基 中 元 素 太 。 d 
8 3.1, ZE e 的 开 邻 域 了 ， 使 得 V iy CW CGNA, B YTN 
A= @. 这 样 V IIVA= 4, ACVA-—U 是 开 集 ， 

(QD) 设 4 是 G/H HHE, 1HE GIH,xH& A, e 为 商 映 射 ， 
A— oA E. GIBWITE, x& A, We & Ax. 由 (1) 可 知 存在 < 的 
JFABXR V, fief VAVA = ø, HD VxDnVá-g. å E H 
RETIRERA w VA 亦 是 ，V& 与 Vx XR. 自然 与 Vx 所 
TEE SE b HZ BICI V YH OV d =S LES de o(V HO oO CU 2) 一 
 .o(VxH) 和 o(V 2) 部 是 于 集 , 且 zH € e(VxH), ACo(V A). 

Li 

由 命题 1.1 和 6.1 ,我 们 可 得 

RE. G 是 一 个 拓扑 群 , 则 

G 是 T,7xjjeG 是 T, 空间 多 G 是 T. 空间 人 台 G 是 T, 


CH F IM zs inl. e 
命题 6.2. iG 为 一 拓扑 群 ， 多 是 单位 元 e BJ dRGKADISAH, 
则 下 列 陈 述 等 价 ; 


(1) G 是 Hausdorff 空间 ; 

(2) 对 角 浅 映射 6: G— G X G, rie (x, x) 是 闭 映射 ; 
G) (el 是 闭 集 ; 

(0 d fi HG 是 连续 同 态 ， 则 Kef HAME; 


ki 37 ， 


(5) n 一 (e) Gps Q0 ERF HD WB UN 22); 

(6) e 的 一 切 开 邻 域 之 交 为 (le). 

证 , 我 们 用 循环 法 证 明 . 

(1)=(2);: 设 了 是 CG 中 闭 集 。 内 要 证 Y 是 GXG 的 闭 集 . 
设 Ca,b)S8Y, MR 2 bR a= b&Y. E axb, H T, kE 
TE. YFIEE2EJEHM A,B, a€ A, be B, AXB E GG 的 
TE. 因 A,B 不 相交 , 必 有 CA x B)00Y — 6. Ham b& Y, 
Y B, WAF adu 5m. 使 AG Y = 4. M (a,b)< 4 X A. 
后 省 是 G X G 的 开 集 ，A X ANEY =p. 因此 8Y 是 闭 集 . 

(2) = (3): 8 为 用 上 映射， 则 对 基线 A = 56 = {(asa)|aé 
G) 是 个 闭 集 。 其 补 集 (G x G)NA 2 G x G 中 开 集 。 我 们 
RUF A= Gle} ROT. YE xo e. 则 (x,e)E (G x G) 
NA， 即 存在 开 集 U X V. 伟 (x,))€U X VCG X GNA. FB 
dtu] Un V = ó. Wb xe UC ABD A 为 开 集 . 

(3) = (DK erf. BAHE Le 的 原 象 , 故 为 鼠 中 闭 集 。 

(4) (5). WIGER, Wú Kerf = ie] EAR, GH 
任意 一 点 部 是 闭 的 。 如 ac e. Gla) 为 包含 e 的 开 集 。 必 有 
F 中 一 个 元 素 与 ia) 不 相交 , 即 a& ng. 

(5)=(6): 显然 ， 

(65>=(1): Vi eG b, ebpbs 近 ee 之 存在 < 的 开 邻 域 U, 
ab XUSH FZ 由 元 V, E VVEUVU, VOVN {ab™} 一 
b => Vb(Va-d,Vb t Va SPE bA a BJJF 463 => G 是 
Hausdorff $t, LI 

ik. COGODS a 89 ipe IE ADS, 

命题 6.3. (D) X 是 Hausdorff 拓扑 空间 ，f:Y — X E PR 
的 连续 同 态 ， 则 YY 是 Hausdorff 的 。 特别 地 ,: X 的 子 空间 是 
Hausdorff BS, 

(2) (X; a 是 非 空 拓扑 空间 组 ,区 一 II X;. Mj X3EHaus- 


dorff 空间 € 每 个 X, 是 Hausdorff 空间 。 
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uz. (1) 设 ec b R Y 中 两 点 ;由 单 性 可 知 fla) = EOD, 
NA A.B 分 别 是 fc) 5 f) AFPR, E ANB = e. [8] 
祥 由 单 性 : PAP B= p, a € 1 4,56€ F B. 

(2) 设 X 是 Hausdorff 空间 。 对 每 个 i 构造 一 个 单 映射 
fi:Xi— X. iEn: 对 每 个 >e d. 38 X, 中 每 个 元 胀 为 X! 
中 一 个 确定 的 元 素 x MUT Xo DIBERUTT- TUEROUEDER. iX 
RR Of, 是 单 连续 问 态 。 由 (1)，X 是 Hausdorff 空间 。 

反之 , 设 每 个 X, 是 Hausdorff 空间 。 如 果 和 中 有 不 同 两 点 
ie]. bb), MUSE 48 is a; ~b. 于 是 有 X, 中 两 个 不 
相交 开 集 A.B. GE A, b€ B. W 4 在 投影 映射 目的 原 象 
必 为 多 中 涉 相交 开 集 , 且 分 别 包 有 {oi} 和 {b}. L! 

命题 6.4. G.(G.] WEHIME., H Æ GITE 

(1) G Æ Hausdorff Sf > H 是 Hausdorff 8f; 

(2) G/H 是 Hausdorff 空间 会 HÆ G KATE; 

(3) 万 和 G/H 都 是 Hausdorf( Bj = G 是 Hausdorff HJ; 

(4) HG; 是 Hausdorff B €» A G, 是 Hausdorff 的 ， 

dE. (12, (40 可 由 命题 6.3 得 到 ， 

(2) kä G— G/H 是 连续 且 开 的 。 不 难看 出 它 也 是 一 
个 闭 映 射 TÆ HEGRE” SAT HÆ G/H 中 是 闭 的 ". 
出 命题 6.2 X An" Hic G/H 中 是 闭 的 ”等 价 于 “G/B 是 Hausdorff 
空间 ”， 

(3) 设 G/H 和 H 都 是 Hausdorff 的 。 由 62 知 (el H 
中 闭 集 , 由 (2) 知 1 是 G 中 团 集 。 根 据 子 空间 拓扑 定义 {cz} 一 了 站 
H, Hh v&c hR, INE (e). 是 G 中 闭 集 , 故 G 是 Hausdorff 
8f. LJ 

H, C1) CR, +) 与 (R*,，) 及 其 子 群 都 是 Hausdorft Hf. 

(2) SK(C*, - ) 的 子 群 ) 是 Hawsdorff iE, 

(3) T' = S9 x Sx --- X S! Æ Hausdorff £f, 

(4) Q 在 R tAE ALKENE ik R/Q 不 是 Hausdorff 
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$7. 连通 性 


定义 7.1。 一 个 拓扑 空 问 称 为 连通 的 ,如 果 它 不 能 表 为 两 个 
非 空 ,无 交 的 开 集 之 并 .反之 ,如 称 它 是 不 连通 的 . 

称 拓扑 空间 X 是 局 部 连通 的 ， 如 果 对 Vre X 及 = 的 每 个 令 
RU, WEEER VE VEU, 

显然 — ARTERE EE 1860 , 24 B. (5 EA EE ALRT 
KATR. pire 4.1 引得 ， 

命题 7.1。 G 是 连通 拓扑 群 , 则 它 没有 真 开 子 群 ,， 也 没有 具有 
I ËR TB SX 8J T. Li 

我 们 先 证 明 一 个 关于 拓扑 空间 连通 性 的 基本 定理 。 

命题 7.2 《1)X 是 连通 的 ， gp:X — Y 连续 , 则 pX 连通 : 

(2) [IX; 8638894 H 24 864" X, 连 道 ， 

dE. CD 显然 ， 

(25 i X = [IX; Æ, M| X; — x,X, 由 (1) 可 知 X; 连通 
《对 任意 的 i) 

反之 , 若 对 一 切 i,X; 此 为 连 首 的, 设 4 为 X 中 既 开 且 闭 的 子 
集 , 则 4 [[ 50, 其 中 U, 为 X; 中 并 集 , 且 除 有 限 个 以 外 局 一 


天。 于 是 对 任意 x€ 外 ， 必 有 一 个 a€ A, 使 得 * 与 4 只 有 有 限 
个 分 量 相 异 . 因此 我 们 只 需 昌 证 明 ， 若 X 中 任意 一 个 元 素 x 与 1 
由 一 个 元 素 只 有 一 个 分 量 不 司 , 则 z€ A. a= {anhor = {xi} 
ai ë< xj, 构 作 一 个 连续 用 射 QX 一 天 .对 寺 任 意 y € Xis Q;(yi) 
在 X, 上 分 量 为 ae， Aix I OOD 在 Xi ES RE yi. 
Q; EMRI SEARS ZR CEER, BO), OX 十 连通 
ag. SE AO Q9;X;, EE QjX; MARN AUWERA. 显然 a€ A 
QiX;, B) AGO X o p. 因此 AC QiXi = Qij E A22 Qi Xi. 

所 以 z€ QiXic A. 口 

命题 7.3， 没 GG: 是 拓扑 群 , 雪 是 6G IU TEE. 
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(1) G 连通 = GIH 连通 : 

(2) H 5 G/H 都 连通 之 G 连通 ; 

G) TIG; 为 连通 e 每 个 G, 都 连通 ， 

证 ， 由 命题 7.2, 可 立刻 得 到 ( G. SUFRE UE C2). 

HH5G/H 都 是 连通 的 ， 没 G= AUB. A, B 都 是 既 开 
KAHRA. H ANB 一 中。 由 命题 7.2(1)， 互 的 每 个 左 陪 集 都 连 
通 。 因 此 五 的 任 一 左 陪 集 或 是 与 4( 或 B) 无 交 ， 或 是 包含 在 4 
GR B) 之 中 ， 于 是 4 和 8B 都 是 若干 个 右 的 陪 集 之 并 。 E pAU 
oB = G/H, pANpB = d , 这 里 # 仍 记 开 映射 Due 是 开 上 映射 ， 
oA, oB BE. d G/H 的 连通 性 , 必 有 其 中 之 一 ， 不 妨 设 ed 
为 空 集 , 于 是 4 一 $。 这 说 明 G 是 连通 的 ， 3 

jEX.7.2. X 是 一 个 拓扑 空间 ，、x《 X. 所 有 包 有 x 的 xu 
子 空间 之 并 ， 称 为 多 的 在 * 点 的 连通 分 支 ， 或 简 RDZ A 
Compxx 或 Compx. 

命题 1.4. Compr 是 x 中 非 空 连通 闭 集 , 时 所 有 分 支 构 成 X 


的 分 割 (BH X = |] Compx， 且 任何 两 个 分 支 或 者 重合 或 者 不 相 


FIT! 
x). 
证 ， 显 然 1z}e Compr, Ait Compr 非 空 。 设 它 表示 为 两 
个 无 交 开 集 之 并 AUB. dE re 4， 风 每 个 包 有 的 连通 子 空间 
与 4 的 交 不 空 ， 因 此 ,它们 都 包含 在 4 中 ,; 即 B = b, Hie Compr 
下 面 证 明 C 一 Compx YAR. A C 记 C 的 闭 包 ， 可 以 证 
HH C 是 连通 的 。 设 C 一 AUB.4, B 为 无 交 开 集 。 设 z€ A, 
由 前 生理 页 知 ADC. 又 4 是 闭 集 , 因 此 A20, HI A= C, F 
是 C 是 连通 的 , 按 分 支 定义 CCC, REMA C = C, Wc% 
Hm. 
TBR, X = |] Compr. iZ ze Compx 门 Compy， 则 Compx 
rex 


CCompz , di XE ili E X 3E zs R[ dB Compx 一 Comps. FÆ Compy 
”一 Compz。 因 此 任意 两 个 分 支 或 者 不 相交 ,或 者 重合 。 我 们 可 以 
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MA y uH MM HEEL R SU OR 35 A , W 
X = |] Comp. a 


ELTI 和 叫 做 完全 不 连通 的 ， 如 果 它 的 每 个 分 支 由 一 个 
点 组 成 . 

在 完全 不 连通 空间 中 ,多 于 一 个 点 的 集合 必 基 不 连 道 的 。 s 
然 ,离散 空间 是 完全 不 连通 的 。 反 过 来 ， 却 不 一 定 对 《 见 例 6，7， 
8). 

DA 75. it G,{Gi} DHr HOS G BST RE, HHJ 

(1) G 是 完全 不 连通 的 >H 是 完全 不 连通 的 ; 

(2) G/H 与 互 均 为 完全 不 连通 的 > G 是 完全 不 连通 的 ; 

(3) TIG; 是 完全 不 连通 的 今 每 个 G， 都 是 完全 不 连通 的 ， 

XE, (OD 和 (3) 显 然 。 现 在 证 明 (2). 

WA 是 G 的 连通 子 空间 , 则 在 商 映 射 下 的 象 o4 是 GJH m 
的 连通 子 空间 (命题 72). G/H 是 完全 不 连通 的 ， 因 此 pA ¿É 
G/ÍH 中 一 个 点 ， 所 以 4 包 仿 车 瑟 的 一 个 陪 集 中 ,五 的 每 个 陪 集 与 
HAR, RREZET ERN. Ad 为 其 中 的 连通 子 人 乐 ; 必 为 一 个 点 ， 
FN jb G 是 完全 不 连通 的 ， C) 

注 ， 容 易 看 出 (10) 和 (3 对 一 般 拓 扑 空间 也 成 立 。 

面 是 本 节 的 一 个 主要 结果 . 

命题 7.6.。 G 是 一 个 拓扑 群 ;, 昌 是 G 在 < 处 的 分 支 ; 则 

(1) A ÆGIR EREM TE: 

(2) GIH 是 完全 不 连通 的 Hausdorff SOR 

(3) HS AKTE HJ nx, G BU ET 43 3E 

(4) G 的 每 个 开 子 群 包 有 H. 

VF. (1) 只 须 证 明 玉 是 6G 的 正规 子 群 . WR à€H.geG, WJ 
AH.g^ Hg EHIJREH. A 8 509, SH S Ze RS. 印 分 支 定义 可 
A4 HCH, g"'HgCH. Ri HR c BJ 1E 8 + HE, 

. Q) HEA cadi 640) n. G/H 是 Hausdorff ffy, 
XA HIG, 所 以 G/H 是 拓扑 寿 . 拓 扑 群 是 刘 性 空 梧 ,只 须 证 明 
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单位 元 的 连通 分 支 是 一 个 点 即 可 。 由 (1) 这 个 分 支 为 G/H 的 连 
通 子 群 , 由 命题 4.5， 它 必 形 如 工 / 百 , 工 是 G 中 包含 太 的 子 群 。 
连通 ,由 命 古 7.3(2? 可 知 蕊 连通 , 且 ee L Al LSH, El L 一 
H, 这 说 明 L/H 是 G/H 的 单位 元 。 因 此 GIH 是 完全 不 连通 
的 。 

(3) 本 拓扑 群 是 齐 性 空间 ， HÆ ek, Wü xH 为 < 处 
分 支 。 又 由 命题 7.4, 任意 两 个 分 支 或 者 不 相交 或 者 重合 。 因此 
互 的 全 部 陪 集 即 是 G 的 所 有 分 文 。 | 

(4) iRU EG INE-E RE, mH risi 4.1 可 知己 也 是 闭 子 群 ， 
UNH EHEZ, WTE. 由 再 的 连通 性 可 知 UNH =H, 
BE HGU, [] 

注 。 我 们 常 以 G° 记 G 的 单位 元 的 连通 分 支 。 

定义 7.4 XHINSE abe XX。 如 果 存 在 连续 消 数 j: 
[0,1]— X, (E4 1(0) =a, IQ) 一 8， 则 我 们 称 a, b EE 
BU. WRX PERREN, RIIA 是 道 由 连通 的 . 

命题 7.7。 X 站 道路 连通 的 > XX 是 连通 的 ， 

证 ， 读 者 可 作为 习题 ,或 参看 江 洋 话 cm， [| 

例 ，(1)《R", 十 ) 是 道路 连通 的 。 对 任意 两 点 ey b, HUE X 
z> (1 — t)a + rè 

(2) (R*,. ) 分 为 其 个 连通 分 文 : R+ 和 R. 

(3) 我 们 注意 道路 连通 串 以 传递 。 即 车 a.b 是 路 连通 ，2: 
也 是 足 连 遂 的 ; 则 a.c 是 路 连通 的 ， 设 for 分 别 是 连接 a,b Wü 
b,c 的 连续 函数 ,我们 可 到 (1 一 Of 十 tg 作为 连接 a.c BE 
gx. 

而 这 个 结 梁 我 们 可 以 证 阴 (BR", +) 的 子 集 R"\{0} 是 连通 
BU (22). Uf. RAO) 的 任意 两 点 必 存 在 第 三 点 ,使 得 之 
与 已 知 了 两 点 的 连 线 都 不 通过 0。 出 上 述 可 知 RALO 是 连通 的 。 

(4) S'(n z 1D 是 RNO) 在 连续 上 映射 r x/|x| 之 下 
的 象 ,因此 是 连通 的 ， 
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(5) Tem $ X St x X $ COLTE 13), HERR el 


7.2 可知 T" 是 连通 的 ， 

(6) 作为 R 的 加 法 子 群 Q 是 完全 不 连通 的 . 我 们 来 证 明 : 
Q 的 任意 子 集合 口 只 要 包含 两 点 a，5， 它 就 是 不 连通 集合 ， 设 
a <b, WE lab] 中 必 合 有 一 个 无 理 数 7Y. 取 4 一 (z€ U|x < 
Y}, B= (z€ Uje — vY).llj ac A b€ B, BU 4,B 3E7S. H4 
B= A,B RENE, U = 4UB， 因 此 U 是 连通 集 ， 这 说 明 
f£ Q 中 只 有 一 个 点 的 集合 才 是 连通 的 ,因此 是 完全 不 连通 的 . 

(7) Q 按 p-adic 二 扑 也 是 完全 不 连通 的 。 它 有 以 圩 群 列 构 
成 的 0 REAR SOUL 

U2U,2U;2--- 

($3. 例 (1))。 由 命题 7.6(4) 可 知 0 的 连通 分 支 包含 在 一 切 U, 之 


中 ,但 显然 门 0; = {0}， 因 此 0 的 连通 分 支 就 是 {0}。 


(8) FEA HHR RTIG EPORA 
F = F,OFi;:-:-, 

Rm,F 是 F, 的 换 位 子 群 ， tt, Fa 是 F, 与 F, 的 换 位 子 生 
BERUBR, RILAUEB] NF., = 4e}。 了 以降 中 心 群 列 中 的 元 素 作 为 “ 
的 基本 开 邻 域 组 ,在 此 拓扑 F，F 是 完全 不 连 弟 群 ， 

命题 7.8， 设 X 是 紧 Hausdorff ZE, MER-A r WA 
是 包含 * 的 所 有 开 ,| 汪 集 之 交 . 

证 ， 设 {Gha 是 所 有 包含 * 的 开 ， 闭 集 。 由 7.6, 有 CIO 
Compz, 故 C = [| C;2Compx. 内 要 证 明 C 是 连通 集 , 使 可 

ié 

得 CScCompz， 合 是 使 得 证 ， 

设 C = AU B,4,B Ë G 中 无 交 开 ， HE. bF CEAR, 
A,B Ex THAR., KERE, fr AB 是 又 中 开 集 ,使 得 
ADB 一 $4,A4 二 A4,BCB， TE XPRESS | 
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X-(U CXNCD )U 4 ub. 
因此 有 有 限 个 Cisi Ca 使 得 


x-(U (NC) )U UB -( AN cuc Us. 


i p= ñ) c,, MA CC DC A'UB', 于 是 


X = CXND)UCA'OD)UCB'TqoÓ D). 
这 三 个 开 集 彼此 不 相交 。 显 然 每 个 都 是 开 , 闭 集 , 设 ACT TY D 非 空 ， 
w CSND, B 

C = (#npynC = A ñC = A. 
因此 Cc 是 连通 的 ， [1 


$8. 拓扑 变换 群 


3 81. ukG 为 拓扑 群 ，M 为 拓扑 空间 ， 称 Gf 左 7) 作用 于 

ME, 或 称 C 是 的 拓 补 变换 群 是 指 存 在 连续 映射 
(gsx) = gs, 

使 得 

(i) YasgE Grxt M, 有 gher) = (gpg), 

(i) G 的 单位 元 < SLA MISSE SEQ S BE cx = x, Vx € M 

不 难看 出 Vge G, x gx SEM Ea] Beli S. 

EN 8.2. VRTMEERG 作用 于 拓扑 空间 M 上 -如 果 对 每 个 
r€ Mt:C 一 对 rz) 一 红 是 满 的 ， 则 对 你 为 相对 于 G 的 拓 
扑 齐 性 空间 ， 
xERS. 

但 z, WESA, BDUDBEOG sz = nx. 也 就 是 
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f sx = x, TE 
G, = (€ G, sx = xf. 


它 称 为 * 的 国定 子 群 ， 两 个 G 中 元 在 x 下 象 相同 涪 明 它们 属于 
G, 的 同一 陪 集 ， 再 者 ,着 y= iz, t€ G, IA G,-— :G.U. 

dE Mié Hausdorff 空间 ， 则 G, ERR (x) 在 x 之 下 
HERR MERTE. 

A., (1) G= M. G 作用 于 自身 是 齐 人 性 空间 (命题 2.1). 

(2) 设 妃 是 G 的 子 群 ; 则 G 可 作用 二 商 空间 G/H E: xH) 
= (sx)H, ;,z€ G. ZEJT, 因此 G/H 是 G 的 齐 性 空间 . 
固定 子 群 为 Ga — H, 对 eEG 有 Ga = aHa, 

设 对 是 马上 和 企 一 个 Hausdorff HIRES Ajs rE M, i R 
们 可 以 定义 

o: GÍG, — M, 
gG, — gz, 

TEWE, Æ gx 一 zx, W| gre EGRI nG. z,G., 
因此 PF 又 是 单 快 射 。 下面 命题 要 说 有 明 P 是 连续 的 ， 

SEE S.I. Hausdorff SHM Ære C EAF IEE. xE 
M, WR LA p:G/G.I— M, 8G gr EERI. 

W. Ple RHA G — G/G,, W p o:G— M, ggr 
《 即 为 2.0, 'EREXESRES. U; U X MBJJF fe, HJ Cpa U 是 
C 的 开 子 集 。 e EFEN. Q p'o) U = p U 是 GÍG, 的 
开 子 集 ， E] 

418.2. G 为 局 部 紧 群 ，C ”为 G 的 单位 元 连通 分 支 。 如 
果 存 在 C 的 开 子 群 C, E C/C ETAR, C/C ERE, 
局 部 紧 的 ,Hausdorff 空间 MM 是 G 上 的 齐 性 空间 ; 则 对 任意 x 《 M , 
GIG: 5 MI, 

证 。 延 用 命题 8.1 Jl, RÓUEHE e ERA. UR WCG 


是 单位 元 的 对 称 紧 信 域 。 取 可 数 集 (0) 66,88 GC U ew, 


| 3$ °= 


于 是 MCI) gwWx。 由 于 WF 紧 , 因 此 Wx 是 M 中 紧 集合 。 ME 


Hausdorff HJ. BiU] Wx 是 好 中 六 集合 。 于 是 由 Baire 定理 可 
AFE n, 使 得 g,Wx 有 内 点 。 但 War 与 Wr ARE. 所 以 
有 kew, 使 得 hx 是 Wx 的 内 点 ; 即 (Wr Wr, HW 
7 为 G 的 开 子 集 ，8EF， 取 如 上 的 W. EB zgW:C V. W| rC 


8(WxYCSV*， 因 此 =, 2920 BR 53 UD p ETE ERE, B 
系 理 .C,M 如 上 , 当 G 为 紧 群 ,或 G 只 有 可 数 个 连通 分 支 时 ， 
HW HM G/G, HB, Li 


例 ，G 一 $L(2, -le=(. z) ad — be -- 1, 


o, b, e dC R|, 


H —izeC|z-rxd-iy,yz 0l. 
对 ^ "leg, zeH. 3 
E P ya ib uE X 


az + è 
g( z) = Pu 

它 是 G X H 一 H WS. REE AAEH 上 可 迁 . 
SLR) 起 连通 的 .以 z 二 1 计算 固定 半 样 ;可知 它 为 0xR), 寺 是 
HRH H li 是 地 SLQRO/O.CR). 

定义 8.3. 设 注 龄 群 T 作 月 化 拓扑 空间 MM 上 。 如 果 T 中 任何 
A IBIZOAERÉOHEF] 47,}， 对 任何 x€ M.iv.x) RER: R 
VES T TEM ET TERI Ie S RE ARAS. 

定义 8.4. 设 咨 散 群 作用 在 拓扑 空 闻 M 上 ，。T 企 M 上 的 作 
用 的 基本 以 是 指 M 的 子 集 , 它 满足 ; 

G) T(F)= M; 

(n) VyYy€T,y >= e,y(F)5 NF = d, 

例 。 扣 上 例 中 G 的 离散 子 群 
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4 b> 
Pi (G ,je SLR) as5,c, d, € Z}, 


r 在 上 半 平 面 鼠 上 的 作用 是 完全 不 连续 的 。 它 的 基本 区 是 
F = alse H, {Rez| < 1 s |z| > j 


U zlRez = S |z] >1} 


如 下 图 所 示 ， 


$9. 反 向 极限 和 拓扑 群 


定义 9.1。 设 它 是 一 个 范畴 ,了 I 是 一 个 偏 序 集 。 对 每 一 个 i€ 
L, @H8— A 与 它 对 应 。 同时 对 每 一 对 指标 :=< ;, wn 
有 一 个 映射 fi;A;-> Ao WB 

C1) XR is fud; A EIE Ek i: 

(2) # iseisd,d fuhas-—fw. 
则 我 们 称 ofui XE P BIB ZI. 

i&oidefs! REM M—mEH«S. AEE. 如 果 对 每 个 : 
都 有 吃 中 映射 oA — 4;， 且 对 每 对 指标 isi E 
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4; 


是 交换 的 ， 则 我 们 称 04.5] 是 14e fa ER —W. iZ 
1B, rl 是 L4, du 上 的 另 一 个 钾 。 如 果 存 在 一 个 多 中 的 映射 
0:B — 4， 上 且 生 对 每 个 指标 + Bg 


B —— 4 
d 
Ái; 
是 交换 的 , 则 称 0:0 Bsr} 一 1doai 是 锥 间 的 映射 。 
EX 9-2 设 lAo 是 {Ai ful 上 的 一 个 锥 。 i R TA 
BEBE: 对 任意 ofui 的 锥 ,都 存 杰 唯一 上 述 映 射 9, 则 称 { 4 ,0;} 
为 { 4,, 扣 } 的 万 有 锥 或 反 向 极限 (或 投影 极限 )， 简 记 为 
A= lm Ai. 
例如 取 了 次 平凡 序 . BB reg. CARDOS s, Wo 4 = 
Il 4: = im 4;, 2:4 A, RERE. 
$E 91. jr EAE LIS IHR ER SUE SETERV. 
WE. É Aofi 是 一 个 反 向 系统 。 令 
p II £d; mP — Ais 
量 直 和 和 投影 , 记 
GU m lac P'Vk,: < k, TH mia = fauna. 
不 难看 出 ，C4 ERTE. W 


A= r) G = a-(a)ePiVig&, HSE ¿< k, 


则 有 a) = f aat 
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它 是 拓扑 群 。 令 oi 为 x 在 4 上 的 诱导 ,由 Aoa 是 {4is,fi1 
的 一 个 锥 . 
设 Bn) 为 另 一 锥 , 因 对 =< RUN fr Í = tj) 故我 们 可 
以 定义 T:B—P, rb = (r;b). RE Í ar |b = Tib, Hi una Cb) 
= zi(rb), BH rbe A. 因此 zt 是 到 4 的 映射 ,有 or — v. EN 
Ez RERI, B EEE. 这 说 明 {4,0i} 为 141,fi} 的 万 
ui n 
A= lim A. Li 


命题 9.2. Wr EPhT HERE AXE 8 G = limG;, iul 


(1) 如果 所 有 G, A Hausdorff 群 , 则 G 亦 然 : 

(2) 如 果 所 有 的 G, Ej Hausdorff M GIR. 

(3) 如 果 所 有 的 G, 痢 是 完全 不 连通 群 , 则 G 亦 然 ， 

证 。 由 命题 6.4 和 命题 7.5 可 知 , 如 G; 是 Hausdorff 的 (或 
完全 不 连通 ) ,由 P TIG; 及 其 子 群 G 也 是 Hausdorff〔 或 完全 
不 连通 ) 的 。 这 就 证 明了 (1) 和 (3)， 

如 果 所 有 G; 是 紧 的 Hausdorff 群 ， 由 命题 5.2 和 命 题 6.4 
a, MG: 是 紧 Hausdortf 群 ， 故 只 要 证 明 G 是 TIG; 的 闭 子 
上 集 即 可 ， 对 每 一 个 j, GU Fp Hausdorff HJ, GP 一 ker (xi 一 
fuz 是 i 集 ,G 是 这 些 闭 集 之 交 ,内 而 是 闭 集 ,这 就 证 明了 (27). 


L! 
X393. i G,Gi(ie 7) BERME E Gu, Vue 1, 8 
是 有 限 离散 群 , 旦 
G = lim G,, 
则 称 G 为 准 有 限 群 
$538 9.3. 没 G 是 拓扑 群 。 它 是 准 有 限 的 ， 当 县 仅 当 它 是 芭 
的 和 完全 不 连 适 的 , 


证 。 由 定义 和 命题 9.2 SEM. 
下 面 证 明 充 分 性 。 设 GG 是 紧 的 ,完全 水 连通 群 , 它 的 每 个 点 都 
是 一 个 连通 分 支 。 由 命题 7.6 知 每 点 是 闭 集 .因此 它 是 Hausdorff 
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H. Ham 78, e= Comp(e)， 是 < 的 一 切 开 且 闭 令 域 之 交 . 对 
于 每 个 并, 闭 邻 域 ,我 们 可 作 一 个 G 的 开 正 规 子 群 如 下 。 

IUE eH, HBR, WURKE., Himas, 存在 = 的 
开 邻 域 V, (8489 VUCU. RWA VAVO, H| WOU = WUC 
U, BARTH- - 切 整 数 w 有 W*UCU. N c€ U, d 
W'CU, ER n $ H— U w*, w" ETR, 因此 
HORE. RHEL TH REH E GIS3F TER. 由 命题 
4.2 和 4.6 可 得 G/H aBa AA (GH) < co. HB 
共 谋 子 群 的 个 数 等 于 如 的 中 心 化 子 的 指数 , 它 必 小 于 五 的 指数 .于 
是 N= 门 = ux 是 有 限 交 ，N 是 G 的 和 天子 群 , 同 理 可 知 G/N 


z€ G 


EARKI. AE (G:N) «oco. FA NE GRJJFBJ, 有 有 限 指 
数 的 正规 子 群 。 

ik N G € 1) 让 所 有 开 的 ， 有 有 限 措 数 的 正规 子 群 。 定 义 偏 
È: (S e NH; € A= GÍNi Fu: di Á, 2 «Ni 
«N; C5 PEL). BM) dis fay 是 一 个 反 向 系统 ，N; 是 开 的 ， 有 
有 限 指 数 的 。 因 此 ,对 一 切 i, 4; 是 有 限 离 散 群 ， 反 向 级 限 4 = 
lim 4j AE3dE GP. 

TF Bi EUEBB G 与 4 是 拍 扑 回 构 的 。 记 oi: d 24, mut 
射 iG > An ERI z; = fari REBA tr:G— 4， 使 得 
giT = r; HPI TE N, 必 是 闭 的 ,因此 A; 是 Hausdorff 的 ， 
vic I, T&A 也 是 Hausdorff 的 。 XB G 6, Alt z — E ER 
映射 (命题 1.2)。 我 们 只 要 址 明 * 是 单 的 满 映 射 就 可 证 出 G 与 4 
ÆR INE ARN, 

单 性 : 设 z€ G, rx) = e, JU) cix) = e, Vie I, BH xE 
(| Ni. 由 前 述 N N: = lel, WUA x = e. 


ier 


GWE, UR a = (xN; ia 是 4 中 任 一 元 素 。 由 于 任意 两 i 
j€ 1, M (= NION; 是 正规 子 群 ， 故 存在 z € G, Ny 是 4 的 


. 4| - 


—2ig. 由 反 向 极限 定义 ， 有 di Pasa ARa JJ 8 ES 
xN; = xN; Dr, Nge. [FREE x;N;DOX,Na. j| x, N,COXNIpx;N;, 
G 是 紧 群 ;由 命题 4.7, 并 注意 N, 是 并, 闭 样 ， 可 知 存在 z€ G, 
使 得 
x€ f x; Ni. 
es 


于 是 对 一 切 i, xN; = zNi, HH r(x) = a. n 

4; ME 9.4. C EIE— T EHI. G' AUR G fE e 外 的 连通 分 支 ， 
则 

(1) G* 是 连通 紧 群 ; 

(2) C/G" kt eR BE: 

(3) G° 是 所 有 G 的 正规 并 子 样 二 交 ， 

证 。 由 命题 7.6,9.3 立刻 得 到 (1),(2)， 

(3) 入 命 证 7.6 可 知 ;, 如 的 所 有 正规 厂子 群 之 交 包 含 GI。 X 
下 每 个 开 , 闭 子 集 部 包 有 一 个 正规 知 子 群 , 所 以 一 切 才 ， 闭 子 集 之 
ZH G° (nk — JERAT ZZ. Wy B5. LJ 

Bl. E Z, padic düfb. p'Z 构成 0 的 基本 开 邻 域 组 ， 
Deng = 10:. Z IEEE). BAERE, 2p p = 2 
AH p= 2 WENSE). fAilis.ged 9.3 "JULAUE lim (2/p*Z ) 是 
KP, cgi p-adic SEPSE Zp 

>] 题 

1. 证明: 离散 紧 空 间 必 是 有 限 的 。 

2. WEO XS JB EK EHA Z #H 6Z MJ (R, 十) HUP FEE, 
iH Z+ 9Z Wi R) uH PE, 

3. tar a TE A, KTE B. WEH AB pH F S. 

4. WU KFH G WJ n r e By bx. V — UNU, 证 
U V —YV^. 试 泪 : 存在 。 的 一 个 在 本 邻 域 组 c, (BOR E 
Ue, MoU EJ R, B. U = U~, 

5， 设 五 为 拓扑 群 单位 元 e 的 开 邻 域 。 证 明 存 在 < B)JT ASIE 
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V, 使 得 =v, VICU. 取 z€ V, UH ÒV =< $ Ë 
r€ VV 1, itus FaU. 

6. 国定 兵 扑 群 G 的 单位 元 e 的 开 邻 域 U 及 yt G. WEEH: ff 
Ee FER Vo E VGU, V. = Vo 存在 Vi Eyy: 
y 'CV,V;—V;*5 V, =V, Vi, tE z€ V," y xV OTU, 
Hmc cB)JE-TRO.URBB: 存在 Yi co. y € C, 使 得 CC 
UV,*»n. E V = 2 Fo MHE x€ C 之 xTxzriCGD。 

&=1 k=1 

7. GHW, COS GI E TE. U 6 # c 的 开 
jd. 对 xEC， 取 = 的 开 邻 域 W,, EE xW CU, BH e 的 开 
WR Ve’ 使 得 VCW., V, ARE, B zo oco x.€ C， 使 得 


€ c U Xal sge 4 Vi mE r) V... UE BÀ: 
(1) CV,CU; 
(2) Fi e 的 开 邻 域 V., (f$ V, ROGER VICCU; 
G) E V = V, V,, 证 明 cVUVF E. 


8. iU jb Cr 60 r IQ E U 一 UC hE U D" 是 开 
且 闭 的 子 群 ， 

9 GÆ- k ERNAS eA PRZ. WE: 
是 G 的 正规 子 群 ,因而 G/E 是 Hausdorff 8f. 

10. A.B 是 拓扑 群 G 的 子 集 ，x,y€ G。 证 明 ; 

Q) ABC(AB): 

(2) (4) = (4 

(3) rAy = xAy; 

(0 若 4 是 G 的 子 群 , 则 2 是 G 的 子 群 ， 

ll. G Hausdorff 拓扑 群 。 EGEERÉT aG x G— G, 
(a,b) — aba 67, i$ H-a'(e), A,B 是 G 的 子 集 ,满足 AB 
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CH. iE (D 里 是 闭 集 ,(2) 4 x BCH, 
12. GE —"HHaiME.HdE UE ETS. MAH G — G/H 
是 闭 映 射 ， 


13. 设 G= [[ G; 是 拓扑 群 乘积 ， 出 4Gi。 证明 H~ 
II 446. B G/H 守卫 6/8. 由 此 可 得 


Te 一 X XS e R"/Zz*. 
—, .o_ ə—l .,ya. 


n 


14. G= AX B 是 拓扑 群 A,B 234, W 
A = ICa, es) € Gla € Al, 
其 中 es 是 B 中 单位 元 ， 则 AIG, 4= 4 HB GA = 


15. 证 明 : C* = RI x s, 

16. 证 明 : GL,CC) EARN. 

17. üEHJ: GL.(R) 有 了 两 个 连通 分 支 ， 

18， 举 例 说 ! 明 完全 不 连通 空间 的 商 空间 未 必 是 完全 不 连通 
m. 

19， 举 例 说 明 完 全 不 连通 群 的 商 群 未 必 是 完全 不 连通 的 

20. HEH: 一 个 有 限 拓扑 群 若是 连通 的 则 必 具 有 平凡 拓扑 。 

21. 《无 了 l Galois E)E K ELI, LÆKKI Galois #'s%% E 
不 一 定 是 有 限 维 。，G = GalCL/K) 是 工 的 保持 KK 元 素 不 动 的 自 同 
构 形 成 之 群 ， 设 LCL, L; 是 天 的 有 限 维 Galois 扩张 。 子 群 
Ni = Gal(L/L;) 与 L; S8 Ww, N;4G, G/N; = Gal(L;/ K) E 
AGERE N. A e 的 基本 邻 域 组 . 证明: G6 是 拓扑 群 。 在 拓扑 
群集 合 {G/N;} 中 以 包含 关系 定义 ja PF: i =< je Ni2N;, SE 
X du:GIN;— GINi, gNit—9 gNi， 则 {G/Nis,fi} 构成 反 向 系 
统 ，G 是 它 的 一 个 锥 : r: G — G/N,, z,(g) = No Wm ix 
i, Wl forile) 一 gN; = r;(g), BB firi t EA 
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G = limG/N, 

22. GWT H.K 为 G 的 子 群 。 K4G, o Go 
GIK 的 商 同 态 . 对 he H, c(CAK)- CHO K) Ir (5 (HY KY)) 
= BK. WIE: 

(1) 如 果 在 HK/K ERAH 在 eCH》 上 取 由 G/K i$ 
导 的 拓扑 , 则 HK/K 与 pH) Hha. 

(2) Zik HK/K 和 H/HOK 上 都 取 商 拓扑 ，U 为 HK/K 
的 开 子 集 , 则 rU) 为 H/H K 的 开 子 集 ， 

《3) 若 再 设 互 是 局 部 紧 与 eX. KWAEL HK 是 局 部 Ee 
则 有 

G) elg:H > HK/K ZR AS: 

Gi) V% HIHNK WIFE — (V) 为 HK/K 的 开 子 
EH 

Gii) HK/K 5 HIHNK 拓 外 同 构 。 

QÈ: HK/K 的 开 子 集 是 

i&K|iheX XCH, XK 是 HK 的 开 子 集 }，HK REM G 
所 诱导 的 拓扑 、H/HNnK 的 开 子 集 是 

ACHO K)|]h € Y,YCH, Y(H K) E H JJ +£ D. 

23， 设 G 为 拓扑 群 ，Ni :Ni 为 G 的 正规 子 群 , 满足 (1) 
G= NM: ` Ni; (2) (Ni: Nj) Ni T ler, = 1s2， ,太一 
1; (3) Ni REUS pesi $8; 为 Nj; 单位 元 开 邻 域 ; 则 S,S;: - - 
S, 为 G 的 单位 抢 开 邻 域 . 试 证 G = N, X N, X --- XN. 

24. ikGEIEWR xS SR RR” MoN, 为 G 的 局 部 坚 ,o- 
紧 止 规 子 群 , 潢 足 (1) G = Ni: NI; O) Wi NDNA Nia =e), 
1 一 141,25 下 一 1。 WAN X o X N, 与 6 拓扑 问 构 ， 

25. GARI. HOSGINIEARDIT E, q:G— H x 
续 同 态 ， 而 且 keH > ph) = hkhk, L= ge), WEH: C1) iH 
x€ G 可 得 x= p(x)(p(x ?))x) € HL, TÆ G = HL; (22 HN 
L= (e); (3) Æ U, U: 是 G 的 单位 元 开 邻 域 , 则 存在 G 的 单位 
元 开 邻 域 玉 使 得 W CQU,O H XXU, n L); (4) G = H X L. 
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第 二 章 ”拓扑 群 上 的 积分 


si. WR E 


设 X 是 一 个 局 部 紧 的 Hausdorff 所 扑 空间 , 设 了 是 X 上 一 个 
ERRENA f BUE. suppli), 为 ix e X|f G2 > 01 的 闭 
ei. id 

CX) = {f}; X> C|f XE. supp(f) 是 X 的 紧 子 集 }。 IN 
为 suppli) ABS. Si A 

C.(X) = ii X — G|f XE, supp(f)C C, C REXEJ ECT 
E) 

ARE IB. CX) PIR EIER 3 F B, 1 1k eE 
HRZ. RØPER TER SEH CIOX) 不 是 零 空 
He 

$E 1.1. (Ypucos 5|) EE X ÆA Hausdorif Z3 
ij, CCUCX, C JRE: uXJT&, as ^r E £ ERU 
f:X 一 及 ， 使 得 

(1) f(x) — 1, x —8] x € C; 

(2) f(x) 二 0， 对 一 切 x &U; 

(3) 0x f(x) =< 1, #F--BJ x € X; 

(45 supp(f) REBUT, 

证 。 由 第 一 章 命 题 1.6, 存 在 C 的 一 个 开 邻 域 Y, Y EER, 
里 包含 在 UD 中 . 记 C= CG), Y = C(0)， 又 依 同一 命题 ， 在 


c() 和 CC1) 之 间 存 在 C 的 紧 贷 域 , 记 为 5 (^). 在 CC6) 和 
c (3) zieht c io 9 4381030 ior. gc (二 ) 和 cD 之 
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间 存在 乙 的 紧邻 域 , 记 为 (- }， 等 等 。 继 续 此 过 程 ， 我 们 可 得 


到 一 系列 CO), 0— É, 0c ie 2"， 由 第 一 章 命题 2， 这些 
C(8) WAIE. EX 
C(a) = f) C(8). 

其 中 8 Jim :/2*, CCo) DEBE. Clac), eC) 紧 ， 
# C(o) 79 KI. 定义 
X, `4 040; 
q, Xp acl. 
显然 ;车 0 < =<, WJ CCS) 是 C(o) 的 紧邻 域 ， 现 在 定义 一 
^ pL f:X — R. 

f(x) = suplelzx € CCo) f. 
KEE. raco), M Fle) = 0; # xec), Rf fix) 
1， 对 一 切 z é X 都 有 0 所 Flx) < 1, EE] qlsupp (f) S C(0). 

下 面 要 证 明 f 连续 , 即 要 证 明 开 集 的 原 象 为 开 集 。 ARAE 

HB. 村 侍 二 实数 7 < o, 集合 

V = ixe Xir < f(x) «8t 
SEE, VISA 

V = daif(x)2 Y1 (XN l O > 81). 

现 分 别 证 明 右 方 两 集 含 为 开 集 ， 由 于 
| f(x) Z Se»suplaix € CCa)] Ze ge»xx € n C(a), 


故 dixi fx) m8) XEM. FE, HUORRMIBOSUT S, 

f(x) > Yessuplaix € Cla) > reda > Y. 使 很 x € C(a) 
e»3a > Y, EC) 内 部 全 {x|f(x) ri FE. DRUG £3 
Ygf&p& St. Lj 

iHa S BiEREAD Sp DEBERE. ERAI Hausdorff 空间 中 企 一 
BEG kK ,只 要 kK 的 内 集 非 实 , 则 有 非 零 函数 f ,使 得 suppCf) 
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CC) — 1 


K. RME 
C,CX,K) = {f € CX) IsuppC f) E Kj, 
它 是 C.OÓD 的 子 空 间 。 我 们 可 以 在 CAX,K) b XER, W 
fe C,(X,K), 定义 
Ifl, — sup 1f CO. 


如 果 它 是 复 值 荡 数 ， 我 们 取 复数 的 绝对 值 为 模 。 对 于 此 范 数 ， 
C.QX,K) 成 为 拓扑 向 量 空间 ， 
我 们 记 
CICXI !feC.XX)|f 220 H fe 01, 
C CX,K) = {f € COO supp(f ) C KI. 
定义 1.1. 局 部 紧 Hausdorff 空间 X 上 的 一 个 正 测度 是 指 一 
个 线性 国 数 a C CX) C, BW /2> 0, 有 af) > 0. 
Bj. X — R, iğ a(x)}€ C2 (R), WENN 


TORIC OLO 


R—^GIERMEL. 

m. 这 样 定义 的 测度 和 一 般 常 见 的 测度 理论 〈 例 如 朱 成 喜 
[90D JE — IFI. WE (X..ar m) 是 测度 空间 ， 其 中 ey 是 X 的 46 
代数 ,mm 是 定义 在 -er EENE, WERA | Fam. uox 
是 局 部 紧 Hausdorff 空间 上 时， 下 面 的 定理 说 明了 CX) 下 的 正 
RREZ AMY 上 的 抽象 测度 的 关系 (证 明 可 参阅 Rudin[57] 或 中 
山大 学 编 [881). 

Riesz 表示 定理 . 设 X 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 , # ECX) 
上 的 正 线 性 泛 明 ， 则 存在 X 的 5 代数 .or ， 及 ,ey 的 正 测度 m, E 
得 对 fe CAX), 有 


gQ) 一 | fam. 


D 我 们 约定 : "ZCC,Z20 KUE ZcR,Z20", 


ZEE 


3ÉEL dn E K R: x B5 CE , Wi 
m(K) 一 |, dm < oo, 


XXL Wk X, Y 均 为 局 部 紧 拓 六 空间 ，# 为 X* 上 正 测 
度 ， 称 映射 pX -> Y 为 的 一 个 固有 映射 如 果 对 任意 íe 
CY), 有 


|, 1f (o0 dnl) < oo, 


这 时 f> ulf 90 XY EBJIENUBE US ge Co). 
Pj. 如果 q:X— Y 满足 : HESY PEREK, pK) 是 
X cd ECCE LXI JER p 25 xESUSUR ERAT. 此 时 对 任意 uoo 都 
ECH- TEE. 3x LSEIeCIQY.K)Wf-eecx, 
9 KK). 
命题 1.2， a Amm Hausdorff Zx|[R] X BUE IEEE , K 
为 X 中 的 紧 集 。 则 相对 于 范 数 “| lx E CCX: 天 )》 pE R 
数 的 作用 是 连续 的 ， 
证 .从 第 一 音 命 题 L6 9f 知 存在 紧 集 入， 使 KCN. BRA 
RH 1.1 可 知 存在 实 值 连续 函数 f. E 
1, GA r€K, 
fe = lis 若 :&N, 
且 0 < fx) < 1, 
suppCf ) CN, 
对 任意 夹 图 数 8 € CCX: K), PAA 
—ielxf < z < gx。 
P 是 正 测度 , 故 保持 次 序 : 
— lgl < eC < lel plf), 
BD 


Lag] = eG lelle 
因此 当 1g 必 一 0 Eo aCg)— 0, ri 
显然 CAX) 一 UC.A(X, 天 )， 其 中 的 并 是 对 X 的 所 有 紧 子 集 
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KRAI. Æ CX) Lok] c( X, K) BEODRSGERJIESR dai 
《 见 夏 道行 等 [83] ,第 二 章 第 6 35). XX LEE od T ux adr, SX 
MEQUE w:Ce(X) — C 是 连续 的 充 要 条 件 是 : 对 所 有 紫 子 集 K, 
限制 上 所 得 的 线性 泛 函 n z: C (X,K)— € 是 连续 的 ， 
EN 1.3. 设 X 是 局 部 此 Hausdortt zt E|, g: CX) =>: 
是 线性 泛 图 。 如 果 对 任意 紧 集 KIX, FEF EY ar, EE 
je COCGK) > |a(f)| < ak ile, UR M29 x Ent Ca o e. 
我 们 有 了 时 称 ptf) 为 上 在 X 上 圭 牛 对 于 5 的 积分 ,并 记 为 
|, fd nix), 
或 
NI ef Cds. 
当 积 分 空间 不 易 引起 混淆 时 JAKER, 
例 ， 取 定 x€ X, WR efta 是 X 上 的 测度 。 我 们 
KR oe. 为 * 点 的 Dirac 测度 . 


命题 1.3. 设 站 是 定义 在 Ci《X》 上 的 正 值 疯 数 ， 保 持 加 法 
KRAI. We 可 以 唯一 地 扩充 为 X 的 测度 ， 

证 。 曾 先 , 椒 难看 出 可 以 星 一 邮 扩 充 到 实 值 水 数 上 去 , 峙 为 
任意 实 值 遂 数 可 表 为 两 个 CIX) HERZ. (BA L2 
的 丰 明 中 可 以 看 出 对 于 任意 个 紧 集 合 天， 存在 实数 ak > 0, 
使 得 只 时 实 值 旺 数 了 满足 sopp 2 K, 使 有 lul) < aifi. 

现在 兰 碟 任意 f € C.OOD. SRI DASS 

{= fi + ijz 
HR ff. EREA. DE supi) suppli), i= !,2, R 
iei 28$] f E: 
aD = aC + ia. 
对 本 和 任意 一 个 包含 supp(f) 的 紧 集 合 KU EL 2845 O S suppCf;), 
i= 1]，2。 于 是 ,存在 实数 ar > 0, 使 


LuCf il = ag. Filko £ = 1,2, 


iB 
(aC i m CL aCFOU HL CETT? < axCIHfillk + fl^ 
= arlf lix. 
TE, w 人 恒 是 C.(X) 上 的 测度 。 唯 一 性 是 显然 的 。 D 
设 i.a 是 六 上 的 测度 M 2 + n 和 al (a € C) 也 是 X 工 
的 测度 ， 故 全 体式 上 测度 是 《C 上 的 向 量 空间 ,我们 记 它 为 
M(X). 
i ue M(X), fe C! OD. W 


all} = sup la(g)l. 
HAEC 


把 lal 线性 扩张 到 COD, Wl 4| 是 X 上 满足 性 质 : fe COO 
= Ia al 的 最 小 正 测度 . 
称 ac MOOD 是 有 界 的 ， 如 果 存 在 实数 a， 使得 对 于 一 B) 


fe COO, fu laI < lfl. 此 处 MI m supli. Z 
Anc elu GR. b n R, f ARER [flan < 


eo, 
X 的 全 体 有 界 测度 组 成 ACX) 的 子 空间 ; 记 为 MX). 在 
go nda ur SA m 


ai= sup LED. 


TA, M(X) E CAX) 的 对 侦 空 间 。 所 以 它 对 于 范 数 dab B: 
完备 的 ( 见 Dieudonné, Elements d'Analyse, Voll (5.7.333, 
WE z e M(X), (XY E olal-IBUER UR HAGE 
u = ga — prt di(us — m), 
其 中 omn mas ns DID IETA S ELE E NL 
Pale) = pu Cum) — Qu Cui) + ¿C px C ma) — Pala) 
如 果 mp:X 一 了 YER. = € MOOD. Wie E pg- 固 有 了 映射 。 河 关 
Í ` p XR ESI IET usd 


e Sf > 


R gg» 
se — up. es < 
x lal. i 
mM. qs C a) € MICY), 

Ex E y PJP 8 r E X WF. oT f< C.(Y ,天 ) ,限制 
fixe CAX,K 门 XX)， 这 样 存在 常数 Cx, 使 得 对 于 je CCY.K), 
有 

LaCfF T1 < C, sup f£ G1 < Cr 人 fl 


KHE f alfi 是 Y 上 的 测度 。 这 个 测度 便 是 ila), Hon 
GX- Y 是 嵌 人 映射 我们 称 iQ) 为 在 ?上 的 扩张 

设 > € M(X), WE mms supp( a) EHME FI Aft 
的 最 小 闭 集 S: 

f ECAX) B. supp( 门 SCXNS) = u(f) = 0. 
显然 ,如 果 a.v 是 正 测度 , 风 
supp( z + v) = supp( #) Usupp(»). 

的 全 体 有 紧 支 集 的 测度 记 为 MOD. 全 体 勾 上 的 连续 少数 记 
为 CCX). 在 COO EREA ONER, M(X) 是 
CCX) 的 对 侦 空 间 ( 参 阅 Dieudonné, Elements d'Analyse, Vol.I 
(13,19,3)). 

设 产 是 空间 X 上 的 正 测度 , 取 正 实数 p(0 二 p < oo), jË f 
REX ERRETINA. 定义 


tum orm) 


B lfl, < co, R]ER f Ek— 4 P RARR, £7, 为 的 L* 
AXE. 全体 ?次 可 积 函 数 记 为 L'QOX. z), 或 LP(X). 可 以 证 
明 , 对 L: WR L'OX. u) 是 完备 距离 空间 (UL Rudin[57] 定 
BE 11, 或 中 册 大 党 188]; 第 五 章 $52).、 4 p 2 bjo LX) 2$ 
WS 


| (f,z) = |. fedu, fg € L'(X»), 


e 52 > 


NTA 


Kx Hilbert 空间 。 所 以 Schwarz FEA 
IG S221 < lfl; lll; 
及 三 角形 不 等 式 
lf + gll < lifl + ilgli 
沟 成 立 。 
可 以 推广 Schwarz WERA, 设 1<p < oo, 六 d = l,f, 


g 均 为 止 值 可 测 函 数 。 则 有 
Holder FER: 


| tei (Lr (ee 


^. 


Minkowski 不 等 式 
ip 


NE / y 
(|a 十 gdn) < (J. ide) + (f nae) . 
其 证 明 参 看 Rudin[57] 定理 3.5. 所 以 如 果 Fage L'(X), ke 
L (X), WE 
lif ^ a < UF ilal les 
E 
lf + zl, < lf lle + Melle. 
x xE Hausdorff ZEK 1 < p < okt, C,( X> 是 
L*(X) 的 稠密 子 集 (Rudin [57], g% 3.14). Zi KEMCX)， 


ge LiCXsp)， 则 fi | fada 定义 了 一 个 测度 e- as 而且 


leui D lgldlpl, 
甘 此 ,可 以 把 L'OCX.4) AE M'(X) 的 子 空间 。 
关于 乘积 测度 ,我们 有 下 面 十 分 重要 的 基本 定理 。 
Fubini 定理 ig (X, 和 《Y,»y) 是 oe- 紧 测度 空间 。 则 
有 
G) 如 果 f € L'(a Xp), 则 对 几乎 所 有 的 ysr f(x,y) € 


LG)» yi> | IG y)duGO ELU) HILFE x, y 
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FG)€ LG), zi |, fGanevo) € L'G), 而且 
|. (Eres mon anco = | (| inae) c? 


= | y Hau x )). 
Gi) W /Ge,y) E e X v ERE, — 如 果 对 几乎 所 有 <, 
y» iG, JELO), xim |. Guy) dv) € LCa), Wife 
L'(a X v). 


此 定理 证 明 可 在 很 多 书 中 查 o dg Rudin[57] 的 7.8 或 朱 
成 圳 [90] $5.2 等 等 。 


$2. + 3E Wü BE 


Add GE—TRBBEGGTIBEES. MRN DI 38 G CZ fE E 
CLG) 上 的 变换 群 . 设 (e G, X f€ C.KG), oE X 
CFC = fG^'x), 
我 们 称 它 为 了 的 左 平移 。 仍 设 = 是 的 单位 元 。 对 e G, WA 
有 
ef = f, 
(f = Gi), 
SERZA. 设 G 为 任意 拓扑 群 ，f ECCO, MUJ Esi 
连续 , 即 对 任 给 s> 0， 存 在 G 的 单位 元 的 对 称 开 令 域 V， 使 得 
对 于 z,y€ G, RE xy "EV 或 z y € V, A 
HG — £ODI < s. 
证 。 设 < 为 了 的 紧 支 集 ， 由 革 的 连续 性 ， 对 任意 x€ C, JF 
E UOMIfGO—10)01 <s121 的 诛 象 是 一 个 包 有 zx 的 开 集 . 
次 此 , 它 包 有 一 个 + 的 基本 邻 域 zxN(z), NG) 是 。 的 一 个 法 本 
FAR CEEA y& xN(x) 时 ,有 
lG) — fO): < 8/2, 


由 第 一 章 命题 11, E AE e ARAB M (z) CEN (o). 
PME MOYEN). CARE AEAEE A xt x. € 
C, (di 


" 


U »sMG22C. 
4 
V, = ^ MCxj). 


7， 仍 为 “的 对 称 开 邻 域 。 设 有 xy € Vis mE ox. y EART 
C, WJ f(x) 一 f(y) 一 0， 这 时 ,不 等 式 当然 成 立 。 设 x,y PL 
之 一 属于 C, 无 站 设 z 属于 C. 外 7 的 对 称 性 ， 则 存在 使 得 
x€ x;MCx). T 

y € rV Cx; MCx.)V Er M (xj). 


因此 ,有 
f(z) 一 fix < s/2, 
GOD 一 f(x! < ef2. 
B) 


f(x) — f GOD < e, 
同 理 , 对 于 xy 的 情形 ,可 取 x 的 邻 域 绍 形 如 N(x)x， 则 可 
如 上 证 明 得 到 7,， 使 得 xy € Vi 时 ;有 f(x) — (O01 < e, 
V = V. nV, BJ) uJ. L 
命题 2.2. 设 G 是 局 部 紧 群 , HEGTE O a SH EBS SI 
È, fiG— C REGERE. VE supp) 成 supple) ERE M 
s 上 上 一 > |. f Go doCz), 
及 
s H> b FED delt), 
均 为 G 上 的 连续 函数 。 
证 。 只 须 对 第 一 个 积分 给 出 证 明 , 另 一 情况 是 类 似 的 。 即 只 
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须要 证 上 明 : 对 we Gs 的 紧邻 域 V. 及 任 给 s> 0, FE s 的 
BR YCT7o， 使 得 对 所 有 EV, # 


||, G6 fGo22to| < 6. 
若 K = supli) 是 紧 集 ,到 L = VoPKfAH, Mj 
(FGD — fio) do = | GG — Gnd). 


由 于 f 是 一 致 连续 的 ,所 以 存在 单位 元 e 的 邻 域 W， 使 得 对 
所 有 € H, Gs) m e €W, 有 
FC) 一 fw) | < ef lot CL)9, 
Wj V = V. YW 便 是 所 求 的 邻 域 。 
另 一 方面 ,如 果 C 一 supple) 是 紧 集 , 划 


» Cf GO 一 FCs) dake) 一 NCO — fCat) dake), 


WE r€ C, e€ V,, NI sz FRE V C 内 , RAA f dp V C 上 是 
一 致 连续 函数 ， 所 以 可 取 单 位 元 邻 域 Wa. E EC, se 
Wo EA 
I (s) — flo)! < e/lalCC). 

WJ V = V. W. EER. [] 

定义 21. GR —^- EHE Hausdorff 拓扑 群 ， 一 个 CAD 
Haar 测度 是 指 一 个 正 测度 a, 它 在 左 平 移 之 下 不 变 , 即 aC) 一 
af 人 sf 对 一 切 s€ G. 

此 时 ,我 们 也 称 & 是 G 上 的 一 个 ( 左 ) 不 变 测 误 , 或 Haar 积 
分 ,不 变 积分 . 
` ERRETA dlr) = ax, 

本 章 最 重要 的 绪论 是 

EH, (Haar) 在 一 个 局 吝 紧 的 Hausdorff 拓扑 群 上 存在 一 
个 左 不 变 Haar 测度 gy，& 六 0， 而 且 除 了 和 相差 一 个 正 实数 因子 
FR. nmdEE—IN. 


1) leiCE) 表 示 |, dal) LIS di Riese RRE 这 是 有 意义 的 . 
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我 们 将 在 下 一 节 证 明 这 个 定理 。 

下 面 我 们 先 介绍 一 些 常见 的 群 上 的 积分 作为 Haar 积分 的 
AT. 

AL (RBR*, 十 )， 它 的 Haar Harah Lebesgue 积分 


pf) = du, f Ode, 
ik Vd R LE n E FIRES [1], Eista Ch 29 V BS PE JEE, mA 


E ISVO— R°, r= D) cdb—-Qxuycoxn. 每 个 7 上 函数 
f 定义 R” LBUREE JEU. 定义 
a) m du, PUC ordt rdan 
这 就 是 了 上 的 Haar Wa. nÍ Q E 38 
alj) = | f (wy)dx, 
设 工 为 线性 变换 V — V. decT 56 0, 我 们 有 
| 4r 1:57. = ide: i| i Gd; 

$)2. TEE 1 BS 32 RRA uk EE BE w PE. 我 
ITARA r:BR— T, rG) 一 ex。 CEREK Bar — T @ sz 
上 映 里 .一般 地 ,有 R $8 T" BJ DR Hi: 

r(xi,: IT ita) 一 (en, gi aem tn), 
因此 每 个 定义 在 T LAR f. 决定 了 R 上 一 个 (对 每 个 x) 
周期 为 1 的 沼 数 fr、 定义 

aÍ) 一 |, fGrGnss cc sta) )dridxr 7 *dz,, 
其 中 
P (xis rrax,210 < x; < 1, : = 1,2,:- nl. 
在 方 是 一 般 的 Lebesgue fi4y. RÆ T" 的 Haar Bi. ME 
我 们 来 让 它 的 左 不 变性 。 
ix 
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y mu Cerni E perin) € T*, 
yf (x) = fCy x), 
lyi) = j; fy 'r(zi t taxa) dr dz 


= | fes — $5774 X, — 542)dxy: c c dX 


- LL AELE TERETE TODT ETUER ETT 
其 中 
P — y = {Carr l —s S< z, S | — 1, * n). 
由 f 的 局 期 性 , 它 在 已 上 积分 与 在 了 一 上 积分 相等 。 因 此 
uyt) = gf). 
$[3. G — TIERESÓ, 
C((G)- (fif:G— C iE, f WR Y CRAP H 0} 
alf) = iG). 


它 早 然 是 G 上 不 变 测 度 ， 
L(G) 一 (Hf REPREZE S, ST l < +eo), 特别 
地 ; 当 G 一 Z 时 ,有 | 


LA) fa = lies | dot < +=), 


pCa) = 2 os. 


例 4， 一 般 线 性 群 G = GL,CRO, 4 GLR) 被 看 作 加 法 
群 时 ， 它 是 RU 的 开 子 集 。 由 例 1. RU AR Haar 积分 可 诱导 为 
GL.C(R) 的 Haar 积分 ( 风 后 三 411)。 我 们 将 这 个 积分 记 为 aT. 

MER EKU GFARE K Haar Py. WE 4, Te 
GL:(R). Eiki 


. B °; 


LT — AT. 

不 难 验证 ,作为 R” 上 上 的 线性 变换 La 其 矩阵 表示 为 
A 0-0 
0 A0 


| 2 Su 2 
因此 detL , — (det A)", 
WU f< C (G). 5 
| nCT)HCT AT, 
其 中 4T) FE. 希望 这 个 黄 分 左 不 变 . 即 对 Se G, # 
| «CToIG^TDaT ~ | «CORTMT. 
由 例 1. DAD 
| «CroKG? TT = ( «Gs Go TT 
( 令 T,= ST) 


= ides!" |  4GTOFCTOTs. 


我 们 希望 ,对 任意 Se G, A 
u( T) = ideiS'"ut ST). 
& s= T, B 
u(T) = ‘de T! Waki), 
u《1) 为 常数 。 改 设 
u( T) = deT|"*" 
Bin. DW 


T f(T) 
[74 )- ° 
(f. |; Ide T|" 
是 G 的 Haar 积分 。 
例 3， 下 是 4 维 实 向量 空 间 . 


G= GA,(V) — (V 上 的 可 逆 仿 射 变换 } 
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-i(G.T):xio >: + Trlie V, T€ GL) 
= V x GL.OV), 
它 是 局 部 紧 的 ,又 是 V x LO) HFE L(V) 2 V b n E 
线性 变换 合体 所 成 的 可 法 群 , 它 同 构 于 RU). 因此，F x 工 (7) 
的 测度 可 诱导 到 G 不 。 分 别 以 de,4T in Vu LCV) BS Haar 测 
度 , 我 们 求 G 作为 镁 法 群 的 Haar 测度 , 仍 用 待定 法 , 设 f€ CLG. 
令 
«m | iG, TY G, TY aadT, 
其 中 sG.TO oE. YR S= (a, A) EG, 
a) m È uC, TY Qa 207 G, T) didT. 
4& la AYG, T) = (x, M), U 
'=a+ Ax, T = AM. 
这 个 变换 的 行 亿 式 汐 (deut, TF 
aGPY S akal se: ( “CG, DT HIG, TadaT, 
党 求 对 一 切 的 a,rEV，A,TEGLCV), 有 
ldet A "alla, 1X, TY) = ul, T). 


令 
(a, 4) = Cr T), 
则 有 
u(2; T) = 4(0,T)/ det T |^, 
Um. 


«(D m [IET nar, 


直接 验证 ;可知 «Cf) 确定 G 的 Haar 积分 。 
$3. Haar 测度 的 存在 性 和 唯一 性 


本 节 的 主要 县 的 是 证 明 $ 2 中 所 陈述 的 定 垦 ， 由 命题 13 知 。 
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RED CICG) 证 明正 测度 的 存在 性 和 唯一 性 即 可 。 

我 们 先 作 一 些 预 备 性 工作 . 

命题 31， 设 G 是 局 部 紧 Hausdorff Hh, f, Fe CCG), 
则 存在 正 实数 ayy `. G, 和 xxzekCG， 使 得 


b» o; x, F) = f. 


证 ， 存 在 上 ke G， 使 得 F(O > 0. A s= lr. B F 
连续 性 可 知 ,存在 单位 e 的 开 邻 域 了 ， 使 得 当 <€ V 时 ,有 F(x) 


设 suppli) — C. AF (Vle € Cy cma. 因此 存在 


birgt yt € C, 使 得 c< U Cijy 。 = x& C 时 ， HRA dy RU 


中 所 到 的 不 等 谍 。 A x EC， 则 存在 i, z€ c V. DD ter'we 
iV, kA i 
F(tej!x) > B. 
o x; = cg, WE CF > 8. XW (f/G)l|z€ CY ÆR 
ÉE W E S RS. ig MH E 5, I 
> CuF)(w) 2 CxF)(x) 2 fG). 口 

RE., 设 RECtG)， 则 对 一 切 左 Haar 测度 g, A ACP) 
=> 0, 

iE. $& fe C2(G), 使 (f) > 0， 则 可 设 af) 0. 依 
命题 3.1, 存 在 正 实 数 a, a, 和 G 中 元 mcccor.,, ES 


> laz F) > ji. 


ui) >“ -~ 0. D 


MT 


e $1 ° 


EN 531, ik Feci). 定义 


(f :F) = inf (> gla; Z 0, 3rx ce G, 1<i=< n, 使 得 


i=l 


5 x (z: F) = fl. 


从 命题 3.1 可 知 《〈f ;8) 是 存在 的 ,并 且 它 是 正 数 。 对 任意 堪 Haar 
uC) < CE F)sCP). 
$E X2. ib ffa Fige C2(G), WA 
1) (f:F) > 0; 
2) 对 任 一 x€G, (xf:F) = (f:F); 
3) CR + h: F) < (h: F) + (f: F); 
4) 25 a> 0, MU Caf:F) = o(f;F); 
5) (f: FP) < Gua: F). 


u 1) /=< 2 af F) = sipli) =< (E a jante 


i ; 
dE ey => 0 = (f.F) > 0, 


2) fe 5 MOT T < S adn): 


[E L 


DJE hE marh h« Y P). NI 


j*1 


fit fm S olt) + M QF) 
£= 1 


(h + h: F) < >; ee * Bs 


[E {=} 
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BUE 
Cf, T f F) < (h: FD + Cfi: F). 


4) f< 2 ax; F)e af < zu (aa; (x; F), 


5) Wf«XXusD. 4 < Xp ei) Ml 


3x3 


POS Qui) ryiF). 


PET 


(#:F) < > ep = [o +) bi). 


取 下 端 , 得 
CHF) < (#:g)(g:F). [] 
我 们 定义 一 个 近似 测度 ， 取 定 Ci:(G) 中 两 个 非 零 元 f* 和 
FF， 对 于 任意 一 个 fectQGo 定义 
erli) = (f: F)ICP* PF), 
ET (f*:F) 2 0， 因 此 上 式 是 有 意义 的 . 
$18 3.3. 定义 up 如 上 ， f.h.hb €e CCF). W 
1) a (f) > 0, FUE f£ X0. 
2) arf) = ugGÍ), Vie G. 
3) usCfi + F) < ug FO + esCE + 
4) us(31) = iarl), Viec R; 
5) rlf) S us CHO, n fis h; 
6) 1/(f*:f) < urf) s (f: 1*). 
证 ， 从 命题 3.2 如 可 得 到 1) 一 5)， 现 在 证 明 6), 
考虑 
(f:F) < (#:f*D(f*. F). 
我 们 有 
ur) < Cf f*). 
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XH 
得 


(f*.F)=< (f*: G: F), 


ag (1) 2 1/(f*:f). 3 

FERIER A Fg SE B Al SS yati, as 是 接近 于 保持 
加 法 的 ， 

命题 X4. G 是 局 部 紧 Hausdorff 拓扑 群 ， 设 f*, fis he 
Ci(G)。 对 任 给 s > 0, 存在 一 个 单位 元 邻 域 了 ,使 得 当 supp( 巨 ) 
CV 时 ,有 

upel fi + f) rf) + usC f — s. 

AE. < C = supp(/D Usupp(f,), COSE. HH m 93 1.1 uj 
AEEA ERAR g€ C¿(G), 对 r€ C, 有 er) 一 1.。 TW 
x > 0, id 

px) = f,(z) + fO + ugle), 
上 于 定义 
Fx) p(x), 当 plr) = 0; 
0, 当 p(x) = 0, 
Hp ie 1, 2. MP p) = 0, É fO — h(z) = 0. 因此 
hila), hla) iEXESRBR R H supp(# GO )& suppC(p(s2), i= 1,2. 
从 而 hl), AG) ESTE CGH 0A + A,< 1. 由 命题 
2.1 可 得 ,存在 单位 元 邻 域 V, WEIR E xy 或 ye， 就 有 
h (z) — hiy | < aj2, (= 13,2. 
对 于 任意 文集 在 V RIERA F, iW 


p < 5 BCE), 
p 


hto = | 


若 当 RV 时 , 则 有 CaF = 0. maey, MA 
lAl) hi < a[2, i 1,2. =l, 
- 


J = hp << D) hihila F) < 2 pihi) + 5 |e, 
j=l r= 
= 1,2. 
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这 样 
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(h:F)< Y [sio + ij i142, 


所 以 
(Hh: P) + (fa: F) < (1 + o) (3 si). 
右 方 取 下 端 , 得 
(fa F) + Gi F) < (1 a)p: F). 
BI 


urf) 十 aC ED < (1 tajer) < (1 tajur fi fa 
+ aq) < (1 + e) [us (h + f) + age (g)] 
= ur (fi + f) + a [ng Cfi sË fi) + a + a )upq)1] 
< urli + P) + a[(f, + h:f*) + (1 + e)(g:f*)1. 
对 于 国定 的 fef BOE 4. MES 二 0， 取 < 小 于 1， 且 充分 
小 : 
e « E/ Ch + fx: it) + 2(gif*). 
则 有 
Br UP + ag CE < ugCh + f) + s. E 
现在 我 们 来 证 明 下 述 命题 

命题 3.5. GRK Hausdorit 拓扑 群 ， 划 G 上 存在 左 
Haar 测度 ， 

W. 记 D 为 C4(G) 中 不 为 0 的 所 有 函数 。 给 定 CAG) 中 
FEAA id JCf) 为 R pHK U1/CP* 5,0 P1. fE 
乘积 空间 

J= II X». 


fep 
HA- erai 1.3， 可 知 了 是 紧 空 间 。 对 任意 FE D. alH) t 
取 值 在 JE) p. Nik ar 一 {a(l} hen 是 y HR., 对 每 个 
Fra V, EJ 
e $5 ° 


Ay  ((usCf2)ioisuppF EF}. 
对 于 任意 两 个 单位 元 邻 域 V.,V,, VA VCVADVi. BHH 
Ay C. Ay N Ar, 
注意 到 Ay > 6, JÆ KZE, HR — fi g l 4.7 可 知 ， 了 中 
存在 一 个 元 素 属 于 所 有 Av 的 闭 包 , 记 它 为 hen 这 就 是 
说 ,对 任 给 有 限 个 国 数 Bh, f, KRK 8 > 0 以 及 单位 元 邻 域 P, 必 
存在 F€D, supp OV, E3 
InCfi) arl <e, 171,2, - nH. 
对 ffeofhceD.aicehBa, +€ G, A 
laCsf) 一 nOD I < la(sf) rGH + Tes CP) ali), 
LUA) — Aa S JaA) — ns QD! + Maus lt) 
~ul), 
telf, pm 5) EE LaChO 十 aCf 1! xd nlf F fa) 
T ua Cf + 5| Yi Lage fO ES «Chl 十 | as Cfi? 
一 alf) t 8. 
e, RERNE, RHEILEN 28h. dt, SATX 
RADAR F, RAJTERA 
«(sf) = uCf), 
aC. 1) = ulf), 
zf: + F) = «Chi? 十 aCfi). 
由 证 明 过 程 可 知 
ali) zm AC: 1) 0. 
则 # 是 CHG) 中 的 止 线 性 山 获 , 它 对 CG 不 变 ， 令 u(0) 一 0, 并 
利用 命题 13， 可 知 呈 可 以 二 $57 CAG) ERASE, 3" 6A). 
sx G 40 BH a GG 3 Haar SN. Ü) 
i 了 ,gt CLG), 3XE( SIS 
Fey "x. 
KAR y TARER. LERF 
suppl Gy)e(y"x)) E supp CE), 
因此 fGos(y r) e CAG)。 于 是 我 们 可 引入 
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定义 3.2， 设 上 是 G 的 左 不 变 Haar KEE, fag € CCG), Hj 
f 与 8 的 卷 积 是 指 
(f *zg)(x) = | Fely 'z)da(y), x€ G, 
TEX 
suppl f * e) C suppCgCy x2) C suppC yg) € ysupp(2), 
由 命题 2.2 afi, í ke 是 zx ERAR AE fke eCG) RD 
卷 积 是 CCG) x C.(G)— CAG) 的 映射。 
为 了 证 明 Haar 浏 度 的 唯一 恬 , 疝 须 丙 个 予 备 命题 。 
命题 3.6， jz X IDRA Hausdorff 空间 , # 是 和 的 正 测度 ， 
f:X— R 连续 ,at X. HEA < — 0, MEE ad V, 使 


(d: 对 于 ge CTOGVOR | edu 一 1， 有 


[aaa qa huay, 


证 。 f 连续 , 故 对 人寿 给 6 > 0， 存 在 4 的 邻 域 了 了， 使 得 
!1fG) — ja)i < 6, Vy6€ V. 
则 


[jede — f (a), 一 i fgd i. 一 | fGOgd| 


< | f(y — fGolgda < s. 口 

我 们 对 ze CG) 定义 一 个 函数 ¿e C.CG) 如 下 

ZE) = (7). 

4583.7. G 为 局 部 紧 Hausdorff 群 , 产 是 G 的 无不 变 Haar 
UNE. f E CAG)。 对 任 给 e > 0， 必 存在 单位 元 e 的 邻 域 了 , 使 
得 , 若 ze C1CG,V), B (edu — 1, W 

ICE DG — f(xM ss, VxeG, 
it. 
G6) = | FGT 4a G0 = | 160rGC yu Q) 


- $7 。 


一 ileya Gd a (y), 
这 里 用 了 了 严 的 左 不 变性 。 对 任 给 s> 0， 由 命题 2.1， 存 在 单位 
LARRU, fB18 
E G0 — (fz D x = /3, 
IFD 一 FQ)! < 8/3, 
195 re xU, Vx,x €G. iž supp(f) — C, Mle c WJ W Eu] 


NI 


FETE xl. m € C, EI U (5,U)OC. 对 每 个 x;, 利用 
命题 3.6, 存 在 单位 元 开 邻 域 V, (EB 
[fae ant) — GO] < ef3, 


` 


RE g€CLG,V;), | gdu 1 BIT, OR 


F= UAFA --:nv,.. 
注意 ,对 任意 reC, BA i, E xe xU. 设 geC.(G,V),E 
[eda = 1, 由 前 面 各 式 可 得 


IG k ZN) — fi = CE 00) — (ox 
+i Ciki) — fixD1 + 1(xD — f(x) x s. 

当 zr& C 时 ,不 等 式 左 方 为 0， 这 是 显然 的 ， 口 

现在 我 们 可 以 证 朋 

命题 3.8. GG 是 局 部 紧 的 Hausdorff 拓扑 群 , 设 wv 为 G 上 
两 个 左 Haar WE., MKA 2220, (B am ir 

WE. 无 炉 设 存在 Fee C1(G), E 

(fa) = (f d 

(ARIELA ealt 和 nC fŠ eu» Ba), RANIERA 
“=v, 

对 任意 fg € CG), W h= PRÉ ECIQG). TIE] Fubini 
定理 ,可 得 


^ 


| h(xYdv(x) == | fi» (| Cy vi ) du Gn) 


- [fan | žav 


- Li 


由 命题 3.7 订 知 ,对 任 给 et > 0, FEAA SJ V , 使 得 ;只 
p: z€ C.CG,V), P l, uj 


| hm f! = supiibGO) — fo) flr e GY < a. 
zh 1.2 ,对 任 给 g; > 0, R SEES E, 充分 小 ,就 有 


|í hdv — | fav! < Ez 


ECI 
E y 


注意 到 |fodp 一 | ho =i. 9 1 一 fo， 我 们 得 到 


[us _ [ ja», 


E J 


lla — 1 i = j| Adv 一 ET < Ery 


HEX up ga EAD V, ge CG. VO, af CERE 
可 。 

对 任意 do rand < M， 则 在 上 述 条 件 下 有 

I fdv — [ lén. < 上 fdv 一 | av! 十 | Adv — | fdal 


1 1 
E E 


FÉ 
1 


<s I raul im — 1| < s + Mes 


Aie, aG) 一 (EY: 可 年 意 小 , 即 
aC) = nG), Vfec,CG). 
即 
u = h, 1 
这 样 我 们 是 完成 了 $2 中 定理 的 全 部 证 明 ， 所 叙述 的 证 明基 
本 上 是 A Wei lh. 
于 述 证 明 对 右 Haar 测度 是 完全 适用 的 ,这 是 不 言 而 喻 的 ， 
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$4. Haar 测度 的 性 质 


GERNE Hausdorff Si, 4 是 G 的 左 不 变 Haar WA. 
对 r€ G, f€ C XG), i& 
(= [ fiasco. 
则 对 e€ G, # vGI)—w(D, MA or EGEREN, ps 
一 性 定理 可 知 , ££ 与 » 只 差 一 个 正常 狼 因 子 , 记 为 ABO) SL. 
我 们 称 函数 Ar 为 G 的 右 模 妈 数 ， 按 定义 我 们 有 公式 
| fGemaaco = ao | fGOanG, 
. G G 
以 上 关系 又 简 记 为 
d(xi) = A'COdx. 
命题 A]. 右 模 函数 AG — RI REB. 
XE AD | f(x) dx = | f(x te dx = ACs) | f(éxi ax 


— a'G)A'CO |fGoda 。 


W fe C+(G), te fadx 一 1， 则 得 


AGD = AN'GOA'CO. 
故而 A' ERR. Keam 2.2 可 知 
Sr | f(xs dx 

EER ETA At 是 连续 笑 同 访 ， [1 

定义 4.1. Gy S ERJ Hausdorff BE G AARRE ATI, 
由 它 称 为 么 模 群 ， 

WA. CEDARE CERA G 的 左 不 变 Haar 测度 等 于 
ARE Haar BEBE, GE Abel 群 时 , 它 生 然 是 么 模 群 ， 

加 果 我 们 从 右 不 变 Haar 测度 出 发 也 可 以 得 到 类 似 上 38 A" 
的 函数 ,这 时 ,我 们 称 它 为 左 模 图 数 ， 并 记 之 为 AS 或 A:, 
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命题 4.2、 设 6 满足 上 述 条 件 ，& 为 G 的 左 不 变 Haar 测度 ， 
我 们 仍 记 Ke) 一 JG D). EX 
AQ = aO. 
WU 总 是 右 不 变 Haar WE, 
WE. š 显然 是 线性 函数 ， 对 任意 f ECG), # 
CEDC) = CFO DD = fr ~ st) = (f(x), 
TÆ, GO = +O]. BJ 
ACH = aC)" = As f) = aG) ACD. 口 
RE. GEARRE, SHREE fe c XG), 有 xt 站 二 
icf). 
命题 4.3. CG 如 上 述 定 义 。 则 对 一 切 € G, A 
PONIO = 1, 
证 。 设 产 是 左 不 变 Haar 测度 。 则 对 Ys EG， 有 
aCE S) = A Np) = A'CORCP) = ACACA) 
= A'G)A'GOARCEI)! = AAG) 
适当 选取 f, 使 py《f) >e 0, MUS A'GOA'G)-— 1. D 
命题 44. Ci E.S T - TEASE3ME u, RIJE 


J Dd = | E- tuc), 
G -G 


A'(x) 
且 这 个 积分 是 一 个 右 不 变 Haar 测度 sCf). 
证 。 设 站 是 左 不 亚 Haar 测度 。 SARENA rG), Wisi 
4.2 ; 它 是 一 个 右 不 变 Haar 测度 ， vf) d eG. 记 
等 式 右 方 为 CE) wA oC). 注意 到 
*; — dT — cd. 
GG A Car 71) A'(x) A'(571) 
= AGs (x), 
于 是 ,有 


BES) = a'G)a( (fs), 
RICA 
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aCP S) = AGa 
H; EPS SK .IS A) 0, ASI 


aU 2*) = CEF. 
BH 


olis) = ef). 
Wit, e 是 右 不 变 Haar WE. FEFE x00, 使 得 
eC) = n), VE € C.(G). 

我 们 下 面 证 朋 (= 1. 

因 AGO ERER e > 0， 存 在 e 的 对 称 邻 域 。 使 
得 对 一 志 «cV, & 
L -一 3:65] < B, 
RTIRAR f € C¿(G), supp(/) CV, B. &(f) = I. 
进一步 可 设 f 二,， 不 然 只 要 用 fi 代替 了 即 可 。 于 是 有 

I — fi = j-£-1n-4 fee. 


DR & dé E E jn 
uG — alf < ealt) = s. 
注意 到 ACD = (f) = 1, K= ptf) = 二 4， 因此 有 
ll— 4! «sa, 
£ n| EXE à ml. L1 
El L 38 Jl dr) = Ar(z dx. 
XXE. “为 恕 的 堪 不 变 济 度 , 则 对 fe c.(G), 有 
|, fA MG 一 |, £CO42G. 1 
下 而 讨论 一 下 么 模 群 。 
命题 45, Hausdorít X BERE Z gs HE, 
WE ik Gie Hausdori! XE BE. AL IG. PRZC 上 = 1 是 扁 于 C+CG) 
H9. JE'CÍEA 
ufs) = AaLi), 
则 得 A(GG)-—1, STER <€ G. E 
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命题 46， 设 G 为 局 部 紧 Hausdorfi BR, 若 G 存 在 一 个 单位 
元 的 紧邻 域 了 ， 在 GG 的 内 自 同 构 下 不 变 , 则 它 是 么 模 群 . 

证 ， 设 为 0 的 左 不 变 Haar WR., j wv 是 下 的 特 ERR 
XX. AAV HER 

Q 2X | qyGx)dg(x) < co. 
EPV 为 可 测 集 (见习 题 引 ， 册 假设 ,对 任意 (€ G,RGVs — F. 
FE., pv) = piGxs?) H 
|p Gs Oda) = | qv) dux). 

EJA | 


A(s) | pv GOdutx). 


因此 ri dcin E 

命题 47。 UDGADHUEÜU Hausdorff Bf, o 是 G 的 拓 扯 站 
同 构 。 产 和 > GAE GEA Haar WE, 则 必 在 在 唯一 的 正 
实数 3Co)， 使 得 对 一 切 fe LG), A 


| Cadu) = o) | Feda), 
| fG7 G4») = Ca) Fadala), 
u. Rs fe C.G) 证 明 即 可 。 令 
a) = | Go a))daG). 
对 EG, Hbc ac). Mi 
u Gf) = | GPC) dnt) = | fG7e7G)4uG) 


一 | f(e ox dul) 一 | f Co^ (X) dax) 

= u G). 
因此 ， “ 是 G 的 左 Haar BERE. 故 存 在 唯一 的 (o) > 0, 使 第 
一 式 成 立 。 司 埋 , 存 在 唯一 的 el), EROARE. $ ri) 
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«D. Ri 
| Ho Cx) dul) = 8la) | odu) = 5(c)| f GOdw(x). 
另 一 方面 ， 
| KoD dala) = | For CD 人 


= ge) | fx) doa), 


比较 两 式 可 得 
la) == elo). n" 
定义 4.2。 已 的 拓扑 自 回 构 c， 若 使 4.6 中 5) 一 1， 则 = 
BIOS Z 18 Ei REIS, 


= o > e > 


命题 4.8. 3:0 一 o(0) EA GIAA A E RI BS pu 
i. 
证 设 上 为 G 的 左 Haar 测度 。c:z 是 @ 的 两 个 拍 扑 自 同 构 , 


olor) | 1GOdaGO — | Gor) GOD GO 


d s 
1 


一 | frs (x))du(x) 一 8C) | jo (x2) 9d au(x) 


= rr) | f(r) dnls), 


选取 fj， 使 得 ¿CD e 0， 则 得 到 Kor) 一 Cole). 口 

命题 49。 设 G 如 上 定义 。 对 G 的 每 个 拓扑 自 同 构 c。 有 
AC — AGO, XHER :€G. 

ME e gcp Haar M., ZB 

| KG G7 daa) = AC) | EG Ga GO 

-- ADaCa) | f (x)dp(e). 

我 们 有 

| Go G7 da) ~ | EET dula) 
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= "(aG (fo Gd GO 


~ a'(aG7)8o) [ daa), 


XHES o. Bp 
A'(o(0) = ACs). [1 

命题 4.18、 设 H, K MEME Hausdorff ËF, a,v 分 别 
是 它们 的 左 Haar WE., Mexr E G= Hx K 的 左 不 变 
Haar 测度 ,日 ARD = ALCGOARC(O, Wee H, r€ K. 

证 ， 由 第 一 章 命 上 1.5 和 命题 6.3 司 知 , G 是 局 部 紧 的 Haus- 
dorff 8&, ib f€C,(G), +€ H, i€ K, Wy Fubini 定理 ,下 式 
ix ME 

[ foem at) dy) = | | Gs daaar), 
Bib, ex > E G JE 4 3 Haar 测度 。 另 外 ， 


| PG xs, yr "DMu(x)dviy) 
JH 

= asc) C (Í ies yr ao) Y anco 

= ARCA) a fC yMu(s)dv(y). 
由 定义 ， 

| | fx yr Ddu(x)dvCy) 

K. H 

= At. [ f, F(x, 0du(x)dvCy). 


'E 
比较 两 式 , 得 到 
Aul JARCO 一 ASI). p! 
X3. G— H x K 如 上 定义 。 WGAIEAAESPABGÓUMH, 
K ELAH. 
证 。 充 分 /显然 。 现 设 G E Z E EE, 
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Ass, = 1. 
B :为 有 的 单位 元 ,得 AKn 一 1， 同 理 , 肥 ?+ 为 KK 的 单位 元 ， 可 
得 Akl) = 1. O 

IBAA ,命题 4.10 可 推广 到 有 限 个 局 部 紧 Hausdorff PEIR BS 

命题 411. G 是 局 部 紧 Hausdorff Ff, H ECHR TRE. W 
A; GO = ASGO, IHES EH. 

i. Ce RGB Haar WE. p — pu L7 aj. H E 
IDR Hausdorff 群 。 对 任意 f € C.(HD, suppC(D = U 是 紧 
集 。 因 为 妃 是 开 集 ,， 故 可 设 f(x) = 0, Xp z€ GNH. 使 得 了 成 
^6 EE, Feci. mie | Oda ai HE 
名 Haar ME., HAHA AG = AS, YEH, 口 

A. 如 果 局 部 紧 的 Hausdorii Pf G 252 FR TE, WI] GRII T 
PERZ Kaj, 

W UEA T Grup UP mE RE pk yy, (PHERI TE 
麻烦 一 点 。 我 们 先 观 察 另 一 结 乐 ， 

$484.12. i G, K RERE Hausdorff Bf, ¿G > K 
是 连续 满 同 态 , Ho kerm, dy , dz 分 别家 水 H, K 的 左 Haar 
测度 。 央 下 式 定义 GG 的-- 个 左 Haar 测度 4x, 


| idr = | f'Gdz, Vet C(O), 
G IK 
其 中 | 

PGG)) = |, f(ry)ay. 


证 。 首 先 变 说 明 积分 是 有 意义 的 。 因为 日 是 Deb TE BS 
EE, MUA. CEN TEE Am, CEARA Hausdorff 群 ， 故 存 
EE Haar 测度 dy. 对 任意 z€ G, fay) ARE Y DAR, 
当 y€ H Wk, UE H CBOEESEDRK, HARUS x= 'suppCf) nn 
H h, d 


* 76 *. 


Kx) 一 » fGxyMy 
有 意义 。 而 且 , 由 于 汤 对 吾 是 左 不 变 , 所 以 有 hr) = fla), Yke 
H. Hi f 在 喜 的 同一 陪 集 上 取 相 出 值 。 故 可 以 定义 
fo(r(z)) = FG). 
注意 浊 z=(supp(]j))supp( f), JUZ rfl) K x 都 是 连续 
的 ;因此 f*e CAK). TEX 
Lf) 一 j, j° (zx)dz. 
MERINE eEG LERE Haar 测度 .注意 到 
CE GG) = |, GDGMy = | fG?7x)4y 
= j*(a(57x)) = f?(n()7 n (2) 


ay Seis 
有 x 
(5)? = zG)/°, 
于 是 
a |, (D° ds = | aC) ds 
= |, GG? 4s = |, ods aG); 
ii 


a = | Gods, 


即 完成 定理 的 证 朋 . U! 

命题 4.13. GEDH Hausdorff PF, H E. G 的 闭 正 规 子 
BÉ. HU Aapo = AQ. VIC H. 

证 由 第 一 党 命题 4.10 和 64， 可 知已 与 G/H 都 是 局 部 紧 
Hausdorff gf, lj 2; G— GiH = K, [LÀ dy, dz 表示 日 和 KK 
的 左 Haar WEE, hj 4.12 所 对 应 的 的 Haar 测度 记 为 dx. 
对 [€ CAG), «€ H, FOX ar Rs 128 ES) 


r 


U aED) = |. Q0 04y = | Kayi ay 
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- AD I(zy)dy = Aii? GG), 


Bn 
(0? = AXO0f*. 
于 是 
|, Gad = |, quas = [ALGO GO ds 
ç K K 
= AD l. f° (z)dz = AM) j. j(a)dz, 
BU 
Akl) = As), WEH, T 
系 理 . LGEPRWRALRH BWUc 的 每 个 闭 正 规 子 群 也 是 么 
But. LC 


$ 5， 相 对 不 变 测 度 


设 G 是 局 部 紧 Hausdorii H. £ EAR Hausdorff 空间 、 
它 是 G 的 ( 左 ) 计 性 空间 ，。 通 过 G 在 上 的 作用 , 重 得 G 在 C.C E) 
上 的 作用 : s€ G, x€ E, je CIE), EX 

Gf)60 = fG^'x), 
注意 Sx Xm 8 HEr RRUAR. 

对 任意 s€ G, xb z E| E KHE. 设 z€ M( ED, 
则 从 本 章 定义 1.2, 可 知 有 测度 sel) GDG = aG D. 设 
P 为 二 上 的 正副 庆 , 称 严 对 G 是 拟 不 变 的 ,是 指 存在 G XE LWE 
函数 Gr) Ea ARRELET: HET s s als x) 是 可 
MAŽE, JT HL 

du(sx) = (s, x)du(x), 
mU EXE Gn) £S x 无关, 则 我 们 称 & 是 避 的 相对 不 变 济 度 .这 
bp, 显然 有 DNE 
BG = 6G). 
如 果 s= 1, ROMA E E EJ) G THER. 
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命题 5.1， 没 及 是 局 部 紧 Hausdorff EEG ASIE, GUE 
平 称 作用 在 齐 性 空间 G/H b. 则 在 G/H 上 必 存 在 对 G 的 拟 不 
变 测度 . 

为 了 证 明 551， 我 们 先 看 几 个 引 址 。 设 G,H 同 命题 $1 中 
定义 ， 映 身 x: G— G/H, r> rH, id zH > 27, dx,dy 分 
别 为 G,H 的 左 Haar WS., 车 ft C. (G), X 

iG) = È iy), 
JH 
则 有 

命题 5.2. 记号 如 上 ,有 

(D) 对 任意 ¿€ G, fe C(G), # GO? = d^: 

(2) SEE (€ H, fe CLG), Ej Cf? = ARGS. 

i. (0 GGD = |, GDGyMs = | 1G33)dy 

= (((57x)?) = 19(7x?) = dx), 
D GO = |, GO GM = AO Id 
= AZG OO). L! 
命题 853， G,H fi= i EE. EKE G/H WRR, IE 
在 G 中 紧 集 K, ff xz(7) 一 K. 

证 。 设 了 是 G 中 = 的 紧邻 域 。 则 对 se G, V+ Roshy N55 
|a. (eV, MERES. rhT x EBk FPD, Ahes 
是 G/H WER, K 是 紧 集 ,所 以 存在 nucon € G， 使 得 KG 


Ú z(V5) = x (Ú Vs). 4 


r =1 £m) 


J= Ú Vs na (K), 


则 aO) — K, J 是 紧 集 各 U Vs ÉE, OE C rh RIS 
D 


* 79 - 


命题 54， 以 上 符 另 意义 不 变 ， 则 在 C 上 存在 正 连 续 函 数 f, 
使 得 : 对 任意 紧 集 JC G, £4 JHfisuppCD RR, H. XE W 
x€ G, 有 


| f(xyYdy = 1, 
H 


证 ， 因 为 玉 是 闭 群 , 故 对 任何 紧 集 JOG, JH 是 闭 集 CWUM 
一 亲 习 题 3)、 肥 8 汐 有 紧 点 集 的 下 函数 ,由 命题 1.1, 可 知 8 的 存 
Et. 于 是 ，JBmsupp(g) 是 紧 集 中 的 闭 集 ,当然 也 是 紧 乐 。 设 


g?(x) 一 Í OM. 


因为 dy EHAA, H g?O 4 TH5R— Se a: 
同样 的 入. 4 (= z/e°, Wu 


| Gy = 1. 
H 


不 难看 出 suppCD = supple). f BI26SpRPPRÉIC, O 

命题 5.5. W:8] CG) 一 C,CG/H): fe? 是 满 的 。 在 这 
个 映射 下 ,CiCG) ARE CTCGI/H). 

VF. 设 gE C.(G/H). Bi 为 命题 5.4 中 所 作 的 函数 ， m 
Alx) = g(x(x))](x), 由 命题 5.3, FEGH @& T 8 K, h E 
x(K) = supp(2), WJ supp(A) = HK Nsupp) GRIZE. m 
B | | 

h° G Y = | ROC xy) Ixy) dy — g(z(x)) |, y)dy 


- € F3 
命题 5.6. G6 VEHIT 8 > 0, AHER ze G,y € R, 
有 


— r, 162) 
E = (x) a x 
ty) s, AgCy) 


其 中 AnA 分 别 是 H,G 的 ( 右 ) 模 函数 。 
WE. HV f 为 命题 54 所 给 的 函数 ， 定 义 


a = |p RE /Cy)dy, 


则 


al Aaly) 
xy) Ja ATG i(xyy) dy 


— Sa) | AII) iy yg 
AcCyi) | AuCyiy) ye 


m HCY1) > x a 
X Cu 8x), 


例题 5.1 iub 3H. Hy 8 为 引 理 5.6 RAAR. EGE Hg 测度 
du = 8(x)dx, 则 对 ye H, € 


du(Cxy) = 8(xy 9d (xy) = Anw). A(x) + AcCy)dx 
Anly) 


= Ag(y)du(x)., 
设 age C,(G), W 


MEN = | 1) (| eCay)dy Yde) 


xx | f( xy Dg(x)dydu(xy š) 
s [| xy Dg) Ag(Y dyd ula) 


- Ra f(ry)g(x=)dyda(m=) 


= ga(j?g), 
È f° == 0, PM £^ 在 supp LAS [326 1, 可见 aO = 0, 
由 命题 5.5, 对 任意 ve MCG/H), 可 以 定义 v? € MCG) 如 
F: JE CAG)， 定义 v?) = rG 
以 下 的 寺 论 告诉 我 们 ,存在 re MCG/H), 使 得 uw, 3X 
时 ,对 e G, #' 
5 


du(sx) = 8(sx)d(sx) = B(sx)dx == 562) du(x), 
3x) 


从 命题 56 中 的 定义 让 知 ，5Csx) 与 5(x) 只 与 sx 与 x 所 属 
IHRER AR. TE 
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disi nm). dv(n (u)). 


因此 ,这 个 2 是 G/H EIF GEHWDRGEBRBUE. 口 

Hm EB 40D 一 22( = v095, AX 

(icoscode = V (| ear) ant. 

FEMA ARK EN, Spi cmm 
HE. 

4 5L -— agus Hausdorff # G EF BEI SE eE 
RAYC) SE, MRIN s € G 存 在 一 个 AG 2 0, E 
e = Alal), Yie CCG). 

RA e AG) dEGSUUESUHSEIEEERT magie A 
e oe t GNO e nM. A V X y be bk, E iBnoSALlG). 
ATILLE HSSC ROSE A 
命题 57 G 如 上 完 义 。 mic EbLCCRh)R3xHaarWHE. A: 
GR REPRE. W 
(J) = f Alji dule), f€ CAC), 
HAHECEYR SME, v» [RC Am A. GC 的 每 个 相对 左 
GG Yr dew gz $550] pix Rea — K tH, 
证 。 设 中 YERI Haar WEF JD 
v(sf) = uA = AGGA = AGORCAD = AG)», 


3⁄4 > d AEPRCRABSROSETEAS SERE. 
反之 ， 设 有 ?2 为 相对 左 不 变 没 度 ， 鞭 左 模 为 全。 $ e) = 
v/a). MJ 


KD = Gta) m e ENS aG) = A A A 
- a. 
因此 , w 为 左 不 变 测度 。 显然 ,还 有 
(f) = lAN). 
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由 Haar 测度 的 唯一 性 ,可知 衣 法 唯一 。 厂 不 变 情 形 可 同样 证 明 ， 
= 
KE. B.S HE Z 2Z=EBSI T TEE ZE CEDAR GE HU RE Qt kc LE 
一 个 正 实数 因子 .。 Lj 
命题 58，G 是 局 部 紧 的 Hausdorff Zt. AA G 的 相对 左 不 
安 测 度 问 时 也 是 租 对 右 不 变 测 度 。 反 之 亦 然 。 记 此 入 对 瑟 不 变 测 
HE29 vs， 则 对 每 个 sé G， 有 
AVG) 一 ALG)ASCO., 
证 。 由 命题 5.7 可 知 , 存 在 @G 的 左 Haar 测度 af 
v(f) = aCA D. 
由 命题 4.4, 可 知 
x(f) = ACATASD, 
Jp og 定义 为 AO) aD. 它 是 如 的 右 不 变 Haar WE. he 
id 5.7, RI >O) ESDSAEPRGESUBSE, HAR ALGOASCO). 
Li 
P. VE a aR, RANE e VAE Haar 测度 .由 
áB ml 5.7,29 J' IE TED RENER R V — Bi BUYS. 
IX FR [Flex PA JE zn 
AC = et), 
HEH AVÄ R AINERE SCD, AE V CBS AS 
AE ABE 4532 28 
v = J. pleje dule), 
RH35 GHATH FIRI WE Wel XT G/H tij 
AER EME er Bg 368 I RE eE H. 
定理 . (A. Weil KGa ibaa Hausdorfiiüibd. H 是 
GHJI J RE. GUSE i G/H b. WE G/H 上 大 华 一 
T A ERRA s E E ^ RERE 
ALO = AAL, Vic H, 
KHARGAR ENR” RE RUAT 2k. a 是 唯一 的 ， 


tB37 


证 . d G/H 上 存 夺 以 人 为 左 模 的 相对 不 变 测 度 e EGP 
可 定义 正 测 度 v(f) = x(f*)， 对 一 切 fe C.(G)， 由 命题 5.2, 对 
s€ G, 有 
v(sf) = aGÍ*) = AG)AG?) = AGE), 
Wik, v Æ c EAEDSDRGEDUPME. X punk 5.2, 对 r€ H, £ 
v(f1) = u(Cft)*) = Anea GS) = Au»). 
由 命题 5.8, 对 se G, E 
v(fs) = A CGAY, 
比较 两 式 ,可 得 
AG) = ALGDIASG), 
反之: 设 等 式 成 立 , 册 命题 57，C 必 存在 以 人 为 左 模 的 相对 
不 变 测 度 , 假 没 它 为 和 MU A = An FAERIE: = 0, 
则 民力 一 0. 
# 1° = 0, BẸ 
|, 人 Kxy)dy = 0, 
由 命题 4.4, 可 有 
| ODAO Ddy = 0, 
对 任 一 Fe CA(G)， 有 有 


| Foo (| fy da ay) t 
= | AODA) (|, IG) F Gayda) ) ay, 
比较 记 给 等 式 
AG) = AAO), 
和 命题 5.5 中 的 等 式 
AG) = ALGDAUQD 


Ayy) = AL), 


[ie (E FCeyay) eco 
~ | F*(e(x))iGOd»(x) = 0, 


特别 电 取 F, GR F° 在 xlsupp(1)) 上 为 1。 `ú /° = 0 时 ， 
必 有 G) = 0, KERIEN 
aC?) = x(/2. 
由 命题 5.5, 可 知 上 为 生 CGH) ERES TERRAE AUBE, BE 
到 
aG) 一 pO) = vGD = AG») = AGO 602. 
Ait. e Æ G/H LEY A TTEDSEAR AE UR, 
和 是 确定 的 ,由 命题 5.7 的 系 理 可 知 , z Pk — 8 RU T sk — 
确定 。 [] 
RE ` G NH IAS Z SERI, G/H 存在 非 零 不 变 测 度 ， 分 
别 记 # 和 ?为 G/H 和 GG 的 不 变 测 度 。 则 有 
v) = a^), vie CLG). 
i. GAIH 2 Z SEE, AR) = AG = 1, He Aa = 1, H 
Weil 定理 ,可 得 结论 L! 
让 以 上 讨论 可 以 得 出 
命题 5.9、 当 G,H 为 么 模 和 群 时 ,有 


ROZE = js (| Dav) 4x°, 

命题 5.10。 j CG XXE Hausdorff $h, HOO s E. 
的 两 个 闭 子 群 ,x: G/S— G/H, Xt pe G/H,lsg gE = (p), 
qe H/S— z (p), yS— qays. XS G/S 存在 有 限 6 A RE WIPE 
{is Du G/H E H/S 4j WE AEA PB. G AS 3 BULEE £215 Hz? ma 

J. ld E N (f {Ppd pa ) dm 
W. Æ G/H 上 定义 测度 a 如 下 : 
PC) "S ux 7 (v)), 

T> m Æ G/H 上 的 GC 不 变 测度 ,而 且 


(G |H) < oo, 
Al 是 G 不 变 的 ,等 价 于 (由 wel 定理 ) 
Aalt) = Ac, Yre H, 
38, M mig G/S 上 不 变 可 得 
As(x) = Ac(x), Yre $, 
所 以 对 z€ s, A 
Ag(x) = As(x), 
并 且 H/S 有 不 变 测 度 a; CUTE Weil E). 8 f€ C,CG/5), 
对 pe G/H, W 


. 


JS Ce) 一 ion Í ° ed in, 


因为 æ 是 H/S 上 的 不 变 湖 度 ，j"(p) 534 的 选取 无 关 , B f° € 
CG/H), $ 


> 


IG) =| dps. 


9i 
显然 ,了 是 对 局 在 G/S 上 的 作用 不 变 的 线性 这 六。 因此 , 它 决定 
G/$ 上 的 一 个 不 变 测 度 pw， 因为 G/S LHgARSEBUBEHM 2E 7E 
数 因 子 , 政 可 设 a = =, 对 G/S 上 的 闻 图 数 1 积分 ,可 得 
aCG /[8) = uCG/H)p Hi/S), 
汉 此 ， wb H15) < co, ü! 


$6. X 积 


在 3$3 中 我 们 曾 简 单 提 利 过 卷 积 。 现在 ， 我 们 将 卷 积 的 定义 
SJA L'(G) A L(G) rh. 
Ji G SE kam s Hausdori[ SüafRHE. dx PG EŻ Haar d 
EE, PECIA S MBE, PH (G) < eo, 
Wt T, RET Ac c tJ tB bras ML HARER F: 
DX) = j fy x)da(x), 
我 们 有 
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命题 4.1。 假设 G, m T, WEEX, e(G) < 的。 WF: 
H— T 是 C((G) 到 LG) 的 连续 线性 算 子 , 且 对 正 整 数 p， 
有 
[T aille < Ifl (G), 
证 。 显然， 只 要 证 明 这 个 不 等 式 就 能 说 明 :; e COGO 时 ， 
Tafe L'(G), 这 也 就 证 明了 连续 性 ， 
p= 1 时 ,不 等 式 显 然 成 立 ， 当 ?之 1 时, 我 们 有 


IT, = | Odu) ida? 
< [(| HO dua) anco 


< |O auc < MaI” 


其 中 4 满足 二 十 一 1。 对 两 式 开 ”次 方 就 得 到 了 不 等 式 。 口 

HF C,(G) 是 L'(G) BAET, ARLU Ta AE 
义 域 扩展 济 L(G) 6. 我们 有 

命题 6.2 T, 是 L'(G) HR RAA DEARER Hj. Xt 一 
步 , 有 AT fl, < Mil, a (G). 

命题 6.3. 若 G 是 局 部 紧 Hausdorff 拓扑 群 , 则 G x G 亦 然 . 
Fe d(x,y) 为 G X G ES Haar. 测度 , 则 d(x, y) = d(y 'x, y), 
ËD Haar 测度 在 变 换 (x.»)1—9 (7x, 9) 之 下 不 变 。 

证 ， 由 GXG 的 Haar 测度 ,我们 可 定义 积分 


F 一 | E Gdy). 


F— b (| we, y)az) dy 


也 是 不 变 测度 。 由 Haar 测度 的 唯一 性 (必要 时 ,将 d(x,y) RA 
正 因 子 ), 可 得 
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" F(x,y)d(x, y) = J; (|. F(z,y)4z) dy, 
"ix; 
f. F(x,y)dx = |. F (y z, y)dz, 
故 得 
ps F(r,y)d(z,y) = m F(y^x,y)d(x, y). [1 


设 tage LICG). Wi g(<)f/(y)< L'(G x G). AC, y) — 
(^x. y) ÆG X GIADA: MX ILERE x, yt 
g(y ?xMGO e LG) Bi 


| «G7: G045 < oc, 
Mb fe LG), B du 一 ifidx, MI 
x(G) = | az — Wl < +e. 
对 ge LP(G)， 有 
T go) 一 [gs(yadake = | e^ Of GOdy < eo. 


由 62, T, 是 L^(G) 9) L'CG) REAT. TÆ RITTU 
定义 
定义 6.1. 设 f€ L(G), ge L(G). SSH 
Ux G0 = LfGD gor dre LIG) 


几乎 处 处 有 定义 ,我 们 称 它 为 了 与 8 PUES. 
3 m" 


1， 设 0G 为 局 部 紧 的 Hausdorff H. BR FR38 MG RU 
(—eo) Uit} 的 尽数 ， 称 它 为 下 半 人 连续 的 ， 是 指 对 任意 né 
G， 或 者 有 f(xo) 一 一 c2， 或 者 是 f(x) > o, HFE h, 使 
得 若 Hw) > h, MEG x, 的 邻 域 了 ， 对 任意 +€ V. 8160 
h 连续 函数 自然 是 下 半 连 续 的 。 求 证 


(D) 对 {ihes APPS h BTEER — suph / 是 下 半 连 


续 ， 

(2) fg 是 下 半 连 续 , 则 fF 十 8 是 下 半 连 续 ( 除 了 在 使 Hx) 二 
°, g(x) = 一 00 的 点 外 )， 

(3) f E TE VEAUIJACOSHER ¿> 0, 4 TYEZ. 

(4) ii 

D(G)— (fij; G— RU(ro)U(—o]), f 下 半 连 续 }， 

D'(G) = (fie DCG), 1z 0). 
了 是 一 个 正 削 数 ，、 则 j= suplelg« f, z€ C:(G)) B (X 3 
t€ D'(G), 

2， 设 已 是 局 部 紧 Hausdorff 群 , 则 在 G 上 有 左 Haar # BE 
e RIJE CAG) EENI 

fll: = CH. 
向 用 二 是 1 的 符号 ,对 于 fe DCG), EX 
B*() = supla(g)ig€ C;(G), z< i). 
对 十 je C;(G), HAR a" (D = al). ERE u* 是 上 到 DCG) 
HUP SK, REMIR 0220 a, id 
lh = aCi1 D» 
D(G,) = (f) H| < +0} 

显然 有 D(OG.u):C.(G). IK C,(G) 在 DCG, a) PRHE, id 
之 为 L'(G). LCG) 中 的 函数 称 为 可 积 函 数 . e) B f BS 


ATE»|Va LX) 部 是 GG) 在 ll 下 的 完备 
4t, Uk DLG,z) 的 线性 子 空间 。 求 证 

(1) fe LICG) W Hf] e EG) 

(2) J. g£ L'(G), iJ sup(], g) 与 infCf,g) 都 属于 L'(G), 

3. "EBORE pE, BU j dn < oo, 我 们 称 G 存 在 
WU. RU MG) m | “x, 
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UV RE GRUT IRE EX VAIR EAR yw 如 下 
1， € V, 
ern) P pes 
AUR qvG € LICG), VV 称 为 有 有 限 测度 的 ,或 称 可 测 集 。 此 时 ， 


* * a è , 


| ov dp 称 为 了 的 测度 , 记 为 V). BR RAMEE ENE 


数 ,我 们 约定 空 党 测度 为 0， 求证 : 
(1) 设 V. 和 V, REGTER, ps 
(py uv, = sup[gv,sqv,]; 
prar. 一 inf(qv, spr, h. 
(2) 设 V. V, BW Hw AF ViUVi, TU 
CGF) 部 是 可 测 集 ， 
(3) GHO EU ROS RR SES, 如 果 U AREE. 证 明 G 中 
TEE SH TIRER. 
(4) cip ECT EE uj HE, 
4. GARE Hausdorff 拓扑 群 ，e 是 G 的 单位 元 ，& 
是 G 的 左 或 右 Haar WE. UERR: 
(1) G 的 拓扑 是 离散 拍 扑 全 atey) > 0, 
(2) CERES HARME 
5. Emm Hausdorff qun 取 msee MCG). X 
们 说 mons IEVIXEBUM.ZUEXL— HJ fe CG), PRX f(x) € 
L(G X G, uaa), IE Om ERMEC ALD], # 
五 前)。 求 证: 
CD yi | | Oird d Gnd as (0), 


AEG LAWR, CRA msi 的 卷 积 , 记 为 ia CK a, 
(2) EPCG), eD A RRR dE Banach 代数 。 
(3) EE GRg—-f- Aib E. D LG) 是 M'(G) Bg B] OW 
边 ) 理 想 。 
(4) M(G) j&sc lt Ec G EZME, 
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第 三 章 ”局 部 紧 交 换 群 
本 章 所 考虑 的 拓扑 群 都 是 局 部 紧 的 Hausdorff 交换 群 。 


5i xp (A 群 


mA. j S= {zeflizl 一 1}， 则 它 是 紧 交 换 群 。 G6 
AIMEE. SUDIEBSGIBSRBUESE REA x: G — S 29 G RIRE ARCU 
可 称 为 本 特征 标 )。 以 C 记 G 的 全 部 特征 标 ， 若 和, X60, SEX 

(KX Cx) = X((z=)X,(x), Vx € G. 
334381, G 构 成 交换 群 。 在 G ERRI AIF: 对 G 的 
EK F E K fe > 0, 设 
U(K,s)= (x€ Ĝi |x) — 1] < e, Vx€ K). 

M F md L1 [ALS ADGHS —UJ K L6 > 0, (U (K, s)) 构 
战 单位 特征 标的 天 3, COS G IS AUB, 

$E Ld. GE Het M d Mb t. 

d. AXE, (UCK.e)) 六 足 第 一 章 命题 3.1 (H 15— 4). 
3j £4 4 i. 2) 29 f) ucH]. 

iz XE U(K, e), i29 X zi xk, K xE RJ , Pr 21. 

max(jX(x) — ljjize€ K) =a < 6 

FE, AF XE U(K,=s), MIE V = U(K, 8— a), [i VX 
U(K;,£). 

FAEH G Emn nu. GE 

ius i 
W, = je ilel < 1j. 

K A GTR, W 2) les 的 闭 邻 域 , 且 WEW. uf 
i cgi 


ULK, W) — (xe GIXCK)W] 
EG nm T 
在 G 上 取 离 散 拓扑 ,所 得 的 拓扑 群 记 为 Gx， DX Cu 为 紧 群 ， 
这 是 因为 : 对 于 x G, WS 与 8$ 同 松 , JU [] s. 为 紧 样 ,而 


ztG 


Ge 一 jos TI 5.166 = 6660) 


是 闭 子 群 。 Xe G 可 看 成 Cs 的 元 素 X%*， 于 是 有 单 映射 全 一 er: 
Xt x+*。 只 需 证 明 对 诱导 拓扑 p:U(K, W) — U(K, W)< 是 双 
ERHI, H UK, W), 是 闭 集 即 可 。 
U(K, W) 中 的 任意 邻 诚 形 如 
U(K, W)NU(K, Ws), 
其 中 K, 为 G 的 紧 子 集 , 取 G 的 单位 元 邻 域 了 ,使 得 VCK。 则 介 存 
在 有 限 集 FCG, IQ KFV. jd 
U,(F, Wa) = {0E G0(F EW,}. 


UCK, W),QU,CF, W,) 
是 UCK, WO. MIHIR. SEA, 
U(K, W)« DU CF, W,)CUCK, W)DU(K, Ws). 

IA] jt, ç ERER, 

现在 设 6 属于 VU(K, W )e 在 Gs PHE., 显然 9(K) 三 W. 
XR IEE n, 地 各 的 单位 元 邻 域 了, E VC K, W| +€ = 
0(Gz)e Ws。 HERTE W., 4r iR ras 5 UV, (B 
e(V)CW,. UJ 0 Es, dub 6€ U(K, Wa. Li. 

系 理 1.22. (0 com Gib G 为 紧 拓 扑 群 。 

(2) GARIE > 6 为 离散 拓扑 群 . 

证 ， 在 命题 1.1 的 证 明 中 ， 上 地 K = {e}, EE). 从 
U(G, W.) = iib Jf), L] 

BL Z-s, 

ATS RA Z — S; kall), E Og 5 — Z; zd 
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X. EC h xz, 是 Z 的 元 , 它 满足 XLO) z。 不 难 验 证 ,这 使 是 所 需 
的 拓扑 群 后 构 ， 

B2. Ñ = R. 

对 于 ye R, i x,(z) = e. REIER R — Ñ, ?一 为 
满 映 射 ， 对 任意 xe Ë, 2 IR BE 

K = (x€ R|x(x) = 11. 

有 三 个 可 能 性 ， 

(1) K = R, Xl] x= x. 

(2) K= (0). {ET x REEM, MA ac (0, 1], me Z, 
使 得 a) = em. px RSS Z: Bl, 

(3) K = (kb|b€ Z), 5 是 最 小 的 正 实数 x， 使 得 X(x) = 1 
此 时 ,可 设 

X(b/4) = ei^ 
(CAUA Zit. SRL H 
X( b] 25) em nas, (x? 
my 
x(5/[2***) = gink ti 或 gini 

后 一 情况 不 会 发 生 , 否 划 ，Xx([8/24t', 5/2*D S REAT, E 
DELE 1 或 一 1， 这 样 有 ac (5/2*", 2124)， 使 得 x(a) = 1 R 
一 1， 于 是 ,X(2c) 1, 而 24 < «b. X5 b UEM IS. 
I Jb FOX URL COE. TH Fx 连续 , H CERRO x D HDE n 
+ 212 HAREN., WAE Xxb) = eh. PH X= xu. 

FERE SHS ÆT VER. 

SERI. 设 0, G, aE ME, SUD x € G;, x € G, 
r= 1,2, 4 Oki KHa, m) = he) (wn) MD 0:G X G,— 
CIX G; HFI. 

uL X 6€ GOXG. R x(z,)— eau, e, Xx) 一 由 (eu 
x), Aj o = 0x. X), dx 6 为 满 映 射 ， 不 难 证 明 9 为 群 同 构 。 

# U(K, s) X GX G ALTER, WK AKE Ci 的 投 


"03 = 


影 ,出 
e(v (ku =) KÜN Kaza \jeuk, 8). 


ERE, UKs s) 为 Ci 的 单位 元 邻 域 ，; 一 1，2。， JR = = 
min(s, €), K = (K Ue) X (K,U e;), MI 
UCK, £)CCO(UCK,, 8) X UÇK, 83)). 
这 就 证 明了 8 EAF. 
定义 1.2 设 4 为 局 部 紧 交 换 群 如 的 子 集 , 令 
At — dxe|x( A) = 10). 
Wr At HAEG rh ECT. 

TALAL RHEDEG FEE, WA An FPF 
同 构 : 

(1) GIH = H1, "AH EK pnr 8t, 

(2) C/H* ex B, SHEFF. 

ME. (D x:G 一 G/H ode d. TA, NR S] o:G/H — H+, 
Di oz WEET A, Wb axe Hé, HX iC/Ho— $S, xHi— XO. 
We EERI, AEA gl) = X。 另 一 方面 ， 容 易 证 明 o(9)— 
pe b = 1, WK EGHIR TIE. US {rH xe K) E G/H JUST 
E. BZ, G/H 的 任 一 紧 子 集 均 有 此 种 形式 《 见 第 二 章 ， 命题 
5.3, W 8 0, # 

c(t € GIR loH) 一 l| <e, $H xe Kp) 
= {xe Hti xl — 1! «e, 其 中 z€ K). 
FA, cde G/H B fr Jt Slo H^ 的 单位 元 的 开 基 。 改 为 
nb. 

(2) 对 ze Ç, 以 p(X) iu Xing. Mit pE, z€ H, H. = 
{z"hlkEH, n€ ZY, AH n 22 2, x"£ H, VE dux" 
(h). BEER k, 使 得 x e H, W z€ 38， 使 得 zt = (xt). 
iX, BO pilah) = "olh, "EXE p KS H. F. Hj Zorn 引 理 ， 
aE b PIKUTARA 2:G — 5。 因 为 及 是 开 于 群 ， 由 为 连续 ， 所 以 
扩张 所 得 的 x 亦 为 连续 ， 显 然 ，p(X) 一 pp。 于 是 我 们 有 和 群 正 合 序 


+. J4 


Lep EN Vl ed: 
车 C A H W FE, Mi 
eee Ê] p) — 1] «s, z€ Cy = U(C, e). 
E29 C 45e GT-R e EES. KER, it 
zd bos 一 L 
w= fesli < 11, w— {esllzl< L, 


Uc(C, Wa) = (z€ G|X(C)C Wo}, 
Uu(C, Wi) = (6€ B|0(C)C Woh- 

338. MNEU, W.) 的 闭 包 UolC, W) ERTE. USC, 
W.) 后 成 的 G g EIU X, URQC, Wo) 生成 的 子 群 记 为 了。 
X, Y 分 别 是 G6, 让 的 看 子 群 ,它们 都 是 局 部 紧 的 。 X 又 是 e- 紧 
的 | 。 p{(UclC, W.)) -= Ug(C, Wo) = p(X) =Y, Hi 88-— St i 
3.5, 可 得 P 200 E BEBE ilb 到 为 所 次 的 拓扑 同 构 ， id 

当 必 是 局 谢 紧 交换 群 时 ,G 有 充分 多 的 特征 标 , 确切 地 说 ， 有 
以 下 命题 ， 

命题 1.5。 如 果 G 起 局 部 紧 交 换 群 ， 则 对 任意 x€ G, xc, 
存在 XE G， 使 得 XQ) >< 1. | 

A. 9 G 的 所 和 尚 表示 部 是 1 维 的 , 利用 Gelfand Raikov 
定 惠 ,记得 命题 "。 口 

Æx 13 商定 +€ G. sgg x 

8(x):G — S, XI X(x). 

ë k: G — Gp. 

命题 1.6. 0:6C 一 6 是 连续 单 同 态 。 

ME, XL xp EG, Xb ^ € U((x), €) => 156000 — elle) 
« 8， 所 以 6Lx) 连续 , 记 ! 6(x) € G, 

MEU o fred4ip£. ik YGER, e> 0. HW h 
GI frater jk, (TS W 是 紧 集 。 UQW.s/2) 2991€ Bj 


L, RULE Fii hi) Geliand Reikov 定理 。 它 与 本 章 的 理论 是 波 此 独立 的 ， 
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Ho AY LU, 6/2), 9, XQU(V, 6/2) RER, EG 
B iG JF SE V, cW, JTBLX* z€ V, 1 < ; < m, 有 
|X; (x) See 1| < e /2. 这 时 ,对 任意 r€ V, XEY, 必 存 在 Js 使 得 

[X€x) — 1] x px) — 1] + xix) — XCx)| «s. 
这 样 我 们 倒 诈 有 明了: xb Gia 1l 的 任意 开 邻 域 UCY, e) CG, ME 
在 = 的 开 邻 域 耻 ， 使 得 8(V)CU(Y,s). 

容易 证 明 , 6 为 群 羽 态 。 又 因为 恕 有 充分 多 特征 标 , 改 和 3 为 单 
IF dx. N 

Bi, Eu: R— BÑ. S x€ R, 6(2:R — S, X,I—9 e". d 
TR 5 RIA, RKE AREARE xem, RIB ac 
R. AE è 起 满 的 。 

本 章 的 一 个 重要 结论 是 :是 一 个 同 构 , 即 $3 中 的 对 偶 定 埋 . 
下 面 我 们 为 此 作 一 系列 淮 苗 工作 ， 

3117. ig ox, Y G WJ TER, EX ehe 
REIR xo 0 e， 作 在 XE Y, (Uf x91, MJ Y = G. 

A= [5 ajikilai € C, Xi € Y. 
El C(G) HG fp C ERETI. Da E CCO) 的 子 代数 , 且 满 足 
Srone-Weierstrass EERI (L4 E. C(G) B9 —4 99g T SE. 
REFE pe NY, WAR Desc d, E 
1=1 
lb S anici. 
BREE DOG) 上 到 的 ,其 中 各 不 相 问 ,也 与 网 全 相同 。 
w. su [9 # xxl, 
| XC) l. £ i-i, 

所 以 ,有 


s Do" 


m 


1> | Ie 一 z ojXi|'dx = | dias — > dj j uda 


i=1 


一 Su [: Ybdx + > 5 am |. XiX dx 
j=l d 


j-1k-i 


-1+ Ñj >l 
j-i 


因此 Y 一 G. O 
命题 1.8， Achain M 5:G — G 为 拓扑 间 构 ， 

W. cH > G E. 3(G)C6G， 由 于 5 是 单 映射 , 故 5(G) 
满足 引 理 1.7 的 条 件 ， 所 以 5(G) = 6， 且 如 也 是 离散 群 。 8 HI 
然 是 拓扑 同 构 . 口 

引 理 1.9. mE GA 2 aE, HE G 的 闭 子 群 ，z€ G, 
x£H, UEY xe H+， 使 得 2G) 关 1. 

P c:GÍH — Ht, p> por, HAM L5, 存在 € 
G/H, Bd (rH) >= 1, alp) € H+, a(p)(x) = d(xH) >= 1. [1 
$110. 若 C 是 紧 交 换 群 , 则 8:G 一 mine. 

证 .由 于 G 是 紧 的 , TU GEBR, 即 台 是 紧 的 ，5 连续 ， 
因此 8(G) 是 怠 的 紧 子 集 ， 政 为 闭 子 群 。 E 8(G) >< 6， 由 引 理 
1.9， 林 知 有 后 的 特征 标 o. WË p = 1, EAG 一 1. 对 6， 
APEMH 1.8、 得 到 xe Q, xoc 1， 使 得 对 一 切 ac 6, d(o)7 
wlx). 这样 对 一 其 x€ G, 有 (6Cx)) 一 8(x) (0) 9 X) 一 
5x æ 工 将 慎 . 因 此 5 是 紧 空 所 上 的 单 、 满 呐 射 , 故 5 EAE. C 


$2. 紧 和 成 交换 群 的 结构 和 对 偶 


定义 LL 我 们 秘 沾 扑 群 C 是 要 生成 的 如果 GUE E K, 
ERKE TEZ C. BI 
G (e) U (KUK, 
$H2L BXRIGUENEGUETAS. CE-AR 


97 * 


THER HDG, EBERT RUE ERES. 
证 ， 对 xs€eKU(e). BOTABERU. 48 DU, ARE. KU 


[e) ERE > 存在 Xi, £as E E KUtfe)Y zl JU.,. H OU = 
x k=l 
UU p WJU 458 KUle) OHE, LUXERE. 令 H= 


U In 一 U UUU GT-THREUGEBIT EDD. PH 
满足 合 题 所 求 ， 口 


命题 22， 设 @ 是 紧 生 成 局 部 紧 交 换 群 , 则 G 有 离散 子 群 N, 
使 得 NN 由 有 限 个 线性 无 关 元 生成 。 并 且 G/N ERF. 

证 ， 设 CG 由 紧 子 集 K 和 牛 成 . 如 同 命题 2.1 一 样 , 存 在 开 集 耻 了 2 
KUle)U K^, ATER, HV V^. TR, G= U) x 


nct 


V", HF (PY 是 紧 集 , 且 GV 一 G， 则 存在 assan €, 使 
(VIC aV. MAIE mss, 所 生成 的 G 的 子 群 ， 则 VC 
ini 


AV, TEB AV'CÆVCAV, Ve F? VCAVCAV, Vt-— 
V!-VCAV'C AV ,-::, PAR G= AV. vL. Cid ai EIXHS E 
Sí. MJ G — C6» C.V. 如果 C, 6, 是 紧 集 , MU G E E 
A. 取 N 一 te}， 即 可 得 证 . dS C; 不 是 紧 集 ，Ci GO ERS 
IRPA, Bb 是 第 一 个 使 G; 不 是 紧 集 的 aj. 归纳 定义 其 余 的 b. 
RRE M es: 5 z, EAH bo, brttt b,, 使 得 bis bi. ba 
ÆR GERR TRE N, MH boteto b, 线性 无 关 《 则 如 bi- 
bi —e.nj€Z, la; — c: = a, = 0), Zi GIN, ERR 
WE NM — N,. 35 G/N HEURE, AERIS p:G 一 G/N,. 
G/N, = oA) (0) > oU) 不 是 紧 集 .因为 C) e( CO -- 
Pen) 所 以 存在 PCO EC REESE. jk, pC) E GIN, 的 
无 限 循环 子 群 . 于 是 5,6, bi, 9j 线性 无 X. 取 bu = 8j, 
Nana 为 由 buc. biti 所 生成 的 G 的 子 群 。 根 据 归 纳 假 设 , 有 GG 
HAGAR, E W N, = (el, JÉH* EW, nez, 


”9 和 。 


n ç OU oN I br N I, = o, fl W N + T {e}, BD Ngn 亦 为 
GARTE D% a; 个 数 有 限 ， 所 以 必 存 在 潢 足 命题 疾 求 的 
Ni» 使 GIN, 为 紧 群 。 Ü 

命题 2.3. On Sie sbs W Zat GHARAT N， 使 得 
GIN = (R/Z)", m 为 韭 负 整数 ,到 存在 折 扑 同 构 6G = (R/Z) x 

^, Kb a, b WIE HER. 

证 。 以 史记 网 态 G G/N 一 (R/Z)"， 为 商 同 态 R” > 
(R/Z)". ££ R” BUS X OBAT AERA V0, 使 得 Uo 一 —U,, (Ud 
UNZ” = {0}. S cB Ahr AIR Vo B 48 Vo = Vo VIN 
(e) B p(V.)C (U). H az 0, (f$ U—ixeR"|lxi < 
elCU (le '(e(V j), iX K= Va le U). XË, eius 
pir PRETA pr) 一 eU), FÆ, 对 x EU， 人 在 在 唯一 的 : 
V(x)€V, WER pE) 一 9). SEERS Ex, yx 十 yeEV， 则 
V(x + y) = EG) (0), V( —x) = VQ)". 

AERE ni, n, Rl Yis yz € U, (id myi = myz WZ 


k= 0, +l, e Ln, &, Ss s ies y, € U > Lez € U = 


ET T fw f ya " 
Vy.) |y s) . JHE, V(y.) (wU) 。 于 是 yi 
ny; => Ü(y,)"— E.y, ARE, AHER x€ R”， 总 存在 n€ Z 
和 y€U, Bs r= ny. 我 门 定义 VQ) = WO). uk. 有 
Prig U.:H"— G. qr WOR”) Wu pip suc HIS GroUT Spe 
W, E w =W. i, (RS) 包含 C 的 开 闭 子 群 U W ii 
G 是 连通 的 ,由 此 YR) 一 G. 

rcc se 以 天 记 于 的 核 ,U ÆR R”, KE 
pof = 中， 二 是 KS2*、 若 KK 为 0， 则 局 与 BR" $h. EK 
不 为 0， 必 有 Z" 的 的 大 C is * 5 f 利 正 整数 d, “dts ISS 
m., IEE dieis: t dge, x K BJ UA eu em 为 R” BJ, uj 
R"/K ~ 157 xjéj|O < x; <d; (1=< ;=< A), s; € RJ. 
i=l 
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ATA c HIATT (R/Z)5 x R>" x<, Li 
4H 24. 设 局 部 紧 交 换 托 扑 群 G 有 一 个 有 限 生 成 离散 子 RE 
N, (Ef G/N # FF] T S" x Fo FE n AIER, S= 
(z€ C|]z] 一 1)，PFo 为 有 限 群 ， 则 存在 非 负 整 数 a. b.c 和 有 限 
交换 群 了 ,使 得 
G = S: Xx R° x Z° x F, 

i. URRA G> G/N 79 p, TEE p:5* X F,— S°, ajig 
G/N == S" X F... Jj ooo: G 一 R” EER, JC HESS. 以 
Mid eee 的 核 , 它 是 有 限 个 从 不 相交 的 弹 集 的 并 集 : M 一 NU 
xaNU---UxaN..— FEL MAE C FUE PR iE x sak FEE. WEF, G/M 
e$". 

WE n—0GG-—M ÆRE aE 54A. CAEU Z'x 
F. 

WR n> 0, HTM BD MAGATRU, (GE 
popju 2 PA Ek Bi => poiplv:U — eog(U E ORE, [AZ S° RE ( 0 D) 
ER, HA ud U EE. B. USU, FE, U U: 是 G 的 连通 着 


ER, BDE D] T EE, ¿s T: 也 必 是 G 的 单位 元 的 连通 分 支 G', HIT s" 
连通 ,所 以 eep(QU) 生成 S", Bl S"— oee(G'), IXE, $" 一 
G'jG'( M HAA 2.3, Pig G' =: SR". XIN G—G'M , Br 
以 G/G = G'MiG 2: M /M G° (注意 GMAGC 与 MÍIMUG 
EART ake kabig BL ER AL pap), 于 是 ， 
GC ES Pk EDS a gb. fei 033 6 KB BB F E 
G/G' SZ X F. iN pep(G)= 37， 所 以 对 任意 x € G° IAE 
HFR n, mE y€G, Bhíi$xey.itGeeG x(G/G), F 
G =e S£ x RS x Z° x F. 口 ] 
命题 25. ik C SEE SRE. og cH pRBALpGjtABE. UTE 
EHTE H, Bí HOCU, gH G/H = S X F, RB a DIEA 
整 效 ,FF 为 有 限 群 。 
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证 。 考 虑 对 俩 同 构 8: G 一 已。 和 是 离散 群 ,已 的 单位 元 48 
域 aU) 必 包 含 邻 域 U(3,8)， 其 中 为 GG 的 有 限 子 集 ，s > 0. 
ZERGATI Y, YCUG, e), 用 有 限 生成 交换 群 共 构 可 知 
Y e: Z° X 下 ,寺中 < 为 非 负 整 数 , F 为 有 限 群 . ik H = 857(Y1), 
则 HCU, ifi B. 

GIH = GlY* = f == Sa x P. [ 

$528 2.6. 设 必 是 紧 生成 局 部 紧 交 换 群 ， 忆 是 G 的 划 位 元 开 
邻 域 。 则 已 包 含 紧 子 群 玉 ， 使 得 G/K = S X RP x Z X F, FE 
中 a, b, c ATEARI, F aAa. 

证 。G 有 有 限 生 成 离散 (EE N, 使 得 G/N 为 紧 群 (命题 2.2). 
uG- G/N HR NA. ERW 20 G BJ ^ Gr G JF 4638. oW) 25 E E 
G/N W)i&frzngT43R. 由 命题 2.5，CAN 有 闭 子 群 KxCo(W), 
使 得 (G/N)/K, e S* X 下 2 为 非 负 整数 , FXUGIRSE, WE K,= 

KK), K — KW. RIT DLEGRWWIKEZETFARfIRD W= 
W^, W ERIRE, WEU, WON = {e}. REIER (i)p(K} 一 
K,; (Hñ) eik:K — K AE; (Gi) K X; (iv) K E GIL T RE; 

v)K,— KN (fln Gv):x, y € K > xy ! € Ky, > EREK, WË 
e(xy7*) = p(k) > xy KC E N QW = (e) o xy™ € KD. 

NAKONG W = {e} = TE (G\N)Ute} BARE 天 一 
CAHAR FE V, tE KVC(GNN) U (e) > KVAN ={e}, 
it p:G—> G!K ARTAR, U ANAN) = (K). FA pN) 
为 GIK 的 离散 子 群 。 另 一 方面 ,因为 PAN) = KN = K, 
ME CG/KOIO(ND = G/[o CN) = GIK, = G/e (K) = 
(G/N)/K, = 9 XR。 对 局 部 紧 区 换 和 群 C/K 及 其 离散 子 群 由 CN)， 
用 命题 2.4 即 订 得 证 。 L] 

EL XE E I SIS EAE TREERU SLE pum. 

EH 234. KERERE AFE AIh F RXZ Xx 
K, JER e. b TEMRE ER, K 202 RRE, 

证 。 由 命题 2.6, G DC H, 使 得 G/H — R x 7 x S° x 
F， 其 中 a, b, 26356 383, SXF IRZ, o:G—> GIR 


" 101 < 


Omm]. H& K — o (S° X F). XPGHUJE— RT E. OEC 
eUC(p(E))Co (S X P) — K. WA, KE GI K TE. X 
有 G/K = R° Xx Z, 

设 = (L|L 是 G 的 闭 子 群 ,使 得 G — LK). €Z 内 引 
和 人 偏 序 如 下 : S LDL, 时 , 定义 Loc Ln M (L.l. I 是 S 
的 线 狂 有 序 了 集 , 设 工 一 站 L. 对 =€ G, z€ A, 存在 yo 


4€ A 


L. fk € K, ff x = vA. 因为 K 是 紧 集 , 收 网 {和 lek AY 有 
W SC Bl {geif € By, EAA X a: B — A, 使 gs 一 kac i 
k. = lim 95. 由 ae.4， 可 外 存在 8€ B, LFK: 如 


Rr, WMJa < galr) 这 样 rg;' == ekan = ya € Lane Le, 
BI lima; ' = rk E GE L. 包含 xA. ET zko e L, BD 
x€ LK, GRE G 一 LK, E Le sZ 现在 对 之 用 Zom 引 
Fi,SrAUEUH uu L. 

设 ze L, IK, ze. 取 不 包含 的。 的 开 邻 域 U，。 G E 
紧 牛 成 的 S> hE- R > L JL (YK = LK/K = G/K = RX 
Zi = L fl K 是 紧 生 成 的 Loi 是 紧 生 成 的 二 L。 有 紧 子 群 
Ho B HC LI YU 及 La H, = Re X Z5 x T, Hon TX 
群 .以 ps iss xs L, — LÍ Hi, i K, 一 pi (T); L, = (Re x 
Zé). HJ L.C L,, LAK = He L, = LK. BERE, K La 的 
BRAKTE, TÆ L [VK = L, Y (L f KC L YK, = H,C:U > 
z€ L IK > zé L, > L. < L... K, JEH > K K 是 G 的 紧 工 


üt = Ka = K. 于 是 v. LK m LK K = LK = Li € c. 但 
是 ， 这 使 有 L, > IL. ELE c 的 极 头 学 矛盾 ， 所 以 LE 
{e}, ES G = Lo x K = R° > g x K. = 


DITER ERRER oE PE, 

$58 23. ü XR ci E SRRONSECKÓAPR, "pcs G mA 
HI. 

uL. FH2SJ E G = Hex Z° x K, Rp K E Ece mM 
已 知 Ñ — R, #£-— Z, hml, 可 得 É = K, TE Gc 
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$3. xj (8 5E FH 


EHL 设 c 是 启 部 紧 交 换 群 。 对 偶 同 态 8:G 一 6 Ru 
扑 同 构 ， 

x. (0) iERHJIECH)EGGGAXDT E. 

首先 ,证 明 8CH) = H+H, XPx€H, SER e) € (Ht): CG, 
TP XOR€G, Xu = Xln, f€CH^)*, W ICX) = Ix). H € 
B—dGIH' [Ande LEĜ, EB p= x|u. 代 KX) dé 


EE BERGE. SEGUE 28, 有 对 个 同 构 H — É, Bible x eH, 
使 得 ka) — I0. BIS EEXX x€ G, IO) = x(x). 

其 次 ， 我 站 让 明 HH ETR. Eb 29H E GHNITH, 
所 以 G/H EREI, Ti G/H 一 H+ 是 紧 群 ,好 在 在 & > 0, fb 
得 H^ = U(Ht, e) E GB roo ABA. 

Bi EBI 5:G 一 8(GO EHINI. Hx o- 8:H— 
H: EFRI. AIE, c EE F HESS RECO F U € 
Z. SWU) 是 8(G) MF HT X. 

(2) UEHH 0(6) = G, 

SERJ: 对 GG 的 伍 意 单位 元 开 邻 域 U, 在 在 G 的 一 个 紧 生 成 
FÖ R, i H+CU， 

BGR AA V, 使 得 V = V E VARE., DL H. 
idV 记 生 成 的 开 子 群 ， 则 Hi WERTET H V ER AY 
WHH G/H, > Hi. KDP ÆRE GJ Hy ESEE, TUA x 
QUIIH?) 包含 G/H, WFE W UCE, e), Eb F = {aHa 
xQH). DAC 记 下 所 生成 的 G/H 的 本 群 。 其 C+C p (Un Hi. 
取 G 的 开 子 集 歼 ,使 得 W DV U (s.s, cV]. WERKE, AHE 
EW jr k GHJT BE. dH 29 GE ERATE., 如 于 xe H+， 
juj X€Hi, ËF. Aw) = 1, Bil z€ U. 
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EA ER: 如 果 f€G, Wüfeo(G). Eg, MALET Ó WJ 
PALF PRU, EE xe U, 这样 ，|1(W) 一 11 < 1, HO GI 
紧 生 成 于 子 群 H, (B H*CU,. 于是, 对 群 H+ 的 所 有 元 x, 都 有 
IQ) — 1| < 1。 这 只 可 能 是 Xe H2, BI 1(X) = 1, fe Hit. 由 
前 面 (1) 可 知 H+ = 6(H)C5(G). 口 


$4. Fourier zb B 


本 节 , 我 们 将 证 明 Plancherel 定理 及 Fourier 反 演 公式 。 

X GÉNIE. G EGUNE., 对 xe G, £ EG, 以 
(x,£)id£(x). Fl < p < co, L'(G) 是 指 由 定义 在 GG 上 关于 
G 的 Haar 测度 KEJK A URERA Banach ZH. Qh, xj 
f< L*(G), 

ifl, = (À. Mtas)" 
对 G 有 同样 的 记号 ， 
EX 41. i$ JE L'CG), P e L'(G). HR 
BU, F)— |, | /GOFGDC, £)dxd?, 


-G 


f) = | iGoG, £)dx, 


f(x) = J; E(2)Xxz,2)d4, 
G 
RAIER £25 FA Fourier #3g]0ü, Ê 为 下 的 Fourier 变换 ， 
ml. NREM aspiq, 因为 康王， 所 以 
Crs t) 是 eT 这 时 ,对 fe L'(R), 有 Fourier 变换 


Fee | f(x)e" i" dx, 
V 2x ^77 
i2, Ub / 是 以 2x AMORRAR, GBJSDA RAAGAS 
KG) — Ce), 
便 得 定义 在 
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S= [zeCl]z| = 1) 
上 的 函数 元 因为 8 是 Z、 这 样 便 可 把 (z, z) 看 作 ene Z), 
ixl, Fourier 变换 


ko- LE oe 
是 了 的 第 * 个 Fourier 系数 , f BS Fourier 级 数 是 
22 f (8965 


néz 


命题 4L (1) 下 是 双 线 性 型 。 
(2) BO, F) 一 T idees | ITO. 


(3) |f] < nh. 

(4) ÊI 和 IF. 

(5) IBG, EO < EI. 

(6) TREE 

证 。 HRACE). %fF 


— 
(«xc = [[rooaG ie) (z, 2)dxdy, 


竺 变量 代 换 x 一 > yx， 便 可 得 证 .。 口 

命题 42， mE f€ L'(G), WjfE C 上 连续 函数 ， 

证 . ik Cp GM Ti. 16 L(G) WEZE: Erec, Wi 
f(x) 0. % £ > 0, X 

P = {9e Ĝ|xE C = |(x, 9) — 1| < s]. 
则 痕 是 的 单位 元 邻 域 ,而 且 对 了 Ee 依 , 有 
LG) — Aa < elif. 

Bru. 了 是 G 上 的 连续 少数 。 NA CLAG) E LG) 的 稠密 子 E 
(Rudia [57] Chap 3). MA 1€ LLG) 部 是 C,(G) rob XE Hf 
的 极限 。 于 是 ，/ 是 连续 函数 的 一 致 极限 ,所 以 ，/ 是 连续 ， — D! 

定理 4.3. (Plancherel) 设 G 是 局 部 紧 交 的 群 ,9 是 G 的 对 偶 
群 ， 则 可 以 在 G, € 上 取 适 当 的 Haar 测度 ， 使 得 对 fe CCG), 
有 
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l HG ds = | Gel, 

Je ise k'uEBHD, RAUTAUSISR. pl T(G) iu" EXE 4 38 8E 
G 正 确 .” 

引 理 . WRH EGEF- TH, UHA TCH) 及 T(G/)， 可 得 
T(G). | 
_ E i q:G— G/H 为 高 同 态 。 H # 一 plr}, x € G. 内 > 
G/H = Ht, MELEE Q 26 H^ pya, WE p: — G/H* 为 商 问 
XH $— (e), t€ G. 内 为 É = GIHS, FROASERR Y AHAI 
变 元 。 这 样 就 有 《3?， Q) = 1, (y, $) = (y, Y) K (x, ñ) = Ca, 
&). 

取 &€C,CG5, JJ 

k(u) = 3 k(xy)dy (qp (x) = a) 

是 G/H KITH, i 


AO) m! dul kCev)dy, 


由] AC) = ACE), Ei] kx) = kr), «€ G, Hf # tE 5 
S C， 使 得 

A (2) = cl Rdz, 
我 们 可 以 在 G 上 芭 Haar DUUP.íEÓ4 c= 1. YA 


|AGOdx 一 | dul kdo. 


司 样 ,在 选取 适当 的 Haar 测度 , 即 对 K e CIO), 8 
| KC#)d¢ = | 4$ | K(*8)dà (Al) = 9), 
jt Ht JHL 

DL ESESE E POR CERIS ME f A EBA S PX. TEA 

| jC) jes = jas lico lan. 


直接 计算 ， 
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Ka) m |, fe) xs 44 = |. du |, Key) Gny, 41d 
一 1 ZC t), dn, 
GR 
其 中 
Feu, $) = | IGy) Gy, Ddy = (z, DEE, 9), 


Pas I) = | INGA., 
显然 , @, V 均 为 连续 函数 ,而 且 
V(u,£4) = (w, &)U(u, $), 
Pay, 3) = (y, FBCx, 9). 
因为 F? 18|"， 所 以 可 引入 欧 数 
Gi, 9) = (z, 2)! = OC 91. 
由 TCH)， 得 知 


| Up) dy = | | @Cz9) 4$ = |@G, 9945. 
另 一 方面 ,对 任意 的 t, 函数 wi (u, 4) 属于 C.G/H). 
T(GjH), 得 


JOC, Dadu = | EG 2) 4 = J1fCea) | ?dé 


Tu 


^ 


| fé [4x = L lA) lay 一 jaz1eCe， 3)4». 


) técopas = |a9 | UG 48 = jas jece $)du, 


这 便 证 明了 T(G). 
Sic HP 3KUuEBH SEE 4.3。 我 们 分 四 种 情形 考虑 . 


m 


Ë) 


L G Žiar. 在 GS 上 皮 Haar 测度 使 每 点 的 测度 是 
1。 这 时 ,出 十 je CAG)， 所 以 /一 之 KEN Hp xec., 
rx ar, A /G)= 0, 1 < i Sn 于 是 ,定理 4.3 可 由 紧 群 @ 
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的 Schur 正 交 性 定理 导出 ? (在 G 上 取 Haar 测度 ， 满 足 条 件 
| ax == 1), 


2. GERMI Haar 测度 ,使 得 | dz 一 1. # Ó -B Haar 


测度 使 每 点 测度 为 1。 这 时 , 职 分 | Cop: 一 DIKE. x 


£e6 
Tx) was f(x», jj 1 I > ICO). 所 以 ， 定理 4.3 "Ie E PE G #tJ 
£€ó 
Peter Weyl ZEIL 
3. GIH r2 9 ME. XBF, AARTEEN, fE 
得 GIN ERE., Ti, aM EEEE 4.3 对 G RR. 
4. GAEFERRRU RU BD 22 y Sk. AH wuse zú S Só 38 
RERU., Ni G/H RRR RAEE 4.3 4 G 也 成 并。 这 
RIP 444. dE f. z€ C.G), N 
jJ fea Gus — | fcog Gods. 
G 6- 
证 ， 只 需 注意 等 式 
Afg = id t gl—1M — gU) + i|f + ia) — i|# — ig]! 
Blu. L] 
# PR 4.5. 如 采 f, gE CCG), M 
pp EE 
证 。 在 系 埋 4.4 中 ,把 e GO 9 g(x)(x; 0), P RA 


je, 4715)dx, 
就 得 到 本 系 理 。 C] 
FARE Fourier RR. 
X349. 4 feECAG)， m fe LC, WU = f. 
iE. mx ge C.G), Bj 


0) REPRE Schur Eat Peter Weyl 定理 ， 这 两 个 定理 的 还 
UH 3-53 Ae SCR rS skal eR]. 坝 在 的 倒序 安排 基 为 了 便于 学 习 ， 
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四 a . 


[pix = | at = jigds. D 


$5. Poisson 求 和 公式 


T EAE GARTE, e: — G r Ho. 如果 
U È G 的 单位 元 邻 城 , 使 得 
uU nr = {e}, 
则 对 任意 x€ G, p|;u:zU — pU) AARI. 
在 局 部 紧 群 G 上 取 右 不 变 Haar WE dr, NZ G/T 上 存在 
唯一 的 测度 di, in* X E G 的 可 测 子 集 , X — pCX), plr: X— 
X" EER EA 


| ax -| odz. 
这 时 ,对 fe CQ), D FARR: 
| Fda = | (SG) dx’, 
G IP kipa : 


其 中 e = p(x)。 囊 实 上 ,假如 有 如 上 选取 的 x 和 口 , 则 由 ye xU 
可 导电 f(y) = 0, 于 是 所 求 公式 是 显然 的 ， 由 此 便 可 推出 一 较 情 
JE. 不 难 证 明 dx 是 右 不 变 测 度 的 充 要 条 件 是 dx* 对 于 G E G/T 
上 的 作用 不 变 。 例如， G/T R E BF S 


dx" — oo, 
Gr 


BIA. dt AF GfEG/T IWEFITOE,. TEE dr 是 右 不 变 。 
定理 5.1. 设 T 是 局 部 紧 交 换 群 的 离散 子 群 售 得 G/T RE 
Sí. 在 G 上 取 Haar 测度 ,使 得 
| dx? = 1, 
‘GT 
设 fe C(G)NLKGYCCG) 表示 G 上 连续 丽 数 的 集合 )。 它 漕 足 
fe L(G), HER r, 4 分 别 局 于 6, 6 的 紧 子 集 时 ,级 数 
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2f n) 和 * iM, 


sert 


R:-— £ aa. WU Poisson 求 和 公式 成 立 : 
2 f) = MfG». 


Perd 


证 。 设 bf 一 S f + r). BE 0 SE GT Emp, 


[ 


KA GIT 一 r+， 所 以 ,四 的 Fourier 变换 是 
e (Eretna, pjd = Kẹ). 


rer 
HA fe LTH, KELA Fourier. REIS ER 
Dx) 一 E 门 一 PEN, +). 


fero 


令 x= 0, 就 得 所 求 公式 。 | D 
3 题 


站 下 备 题 中 ,我 们 总 假定 GEN) Hausdorff iuh 
Rf, 

L 证 明 : L(G) U XE Bie o: STER Banach 代数 (Rudin [57] 
818.1), 

2. J, L'(G) H C POBUCE SEE XE TR 43 Fast) 2 did a. 
fe L'CG), SEX ABP QI F 

ICY = HAN, 8€ A. | 

ik ÊG) = {jlte D(G).. (EA LRR EEA f e 
PC) 是 连续 函数 , TH: A EARR N Rudin [58], $11.95. 

3. TE^ E SEX BS, 在 无 穷 远 点 为 堆 的 亢 数 全 体 记 为 Cla) 
(Rudin [57] $3.16), 证明 : 车 fe L(G), Wl fe cca) RTT 
称 L'UG)-— CA): P 为 Gelfand 变换 。 

4. L'CC) 的 连续 线性 汤 数 组 成 对 偶 空间 LCG). HEBR: AS 


L"(G), HX 3c A， 存 在 函数 as， 使 得 5Ch 一 {fasds Rudin 
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[57] 56.15). 

5. óc A， 选 取 fe L(G), 使 得 I) 960, SEX as(x)— 
Fe-C (9), RB re G. f(s) = f(x7 s). WEBA a» E: G 的 特征 
br. 

6. EH: A— G, 81— as 是 问 构 ,并 且 

fla) = | GD O45, 

7. N fe L'éG), xe G, X 


fQ 一 | fG2x Gods. 

证 明 ; 

G) LG) 一 €(G), f — Í 是 连续 线性 上 脆 射 ; 

(2) ZKG)= 一 人 ELKG) 是 CoCec) 的 稠密 子 集 。 

4 uU. DOE d L' Ifc, 所 以 ERIZ) s 62. 

"n-1 5i 

9, L: 3 G HJ ES EC ps An oer FE x 31577 Xy € G, Ci yy € 

C, KER 


N 


$23 C.Cud(xuxu!) 2 0 


EX vr, Wo BRXJsESAREK. UEI G LEIER R p EE ERI E 
Afi G E (ed E RNE uw. uid 
(v0 = | Gs 048.00 

(Rudin [58] $1.4.3), 

10. LZ, P B H G |: ñu Së E si ARUN AE pk BJ R k: ES [8], 

(1) HEHH: A j, ge PUL 'CG), 5) 

ĝd py — fd pige 

Q) pe CAG), CHILE K. H ge PYL IG), 使 得 

呈 在 天 上 是 止 的 。 让 骨 


G) 19= | dp, 5 8 的 选取 无 关 ; 
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(Gi 了 :中 一 了 由 是 线性 的 ; 

(ni) XP $220, M To > 0: 

Qv) E PrO) = dn v), W Td», = T; 
(çs) G 上 存在 Haar W dx, (E 


To 一 | 20022. 
(3) ERR: WR fe PPY L'(G), Wl fax = daj, BU 
KK) = | KG, 2042. 


(4) 取 fe LG) L'(G).. i FO = f(x D. g — f* f*, 
则 ge POL(G). 证 明 : ini = g00) = f. 

(5) EV R G 的 单位 元 襄 域 。 罗 是 单位 元 的 紧邻 威 ， 使 得 
iw CK, |w|iXkEwügalE. 令 f(x) 一 [wl"?, E xe W ; 
f(x) = 0, Zi xÉ W. g= Fxf*. WgePOL'CGD. 由 (3), 得 


^ 


| edx = g() = 1, 
WÂ MUTA 大。 使 得 | ¿GOdx> 全， 证 明 
(1) suppgcW W^, 
(i) 如 果 * 满 足 条 件 ， 由 Xe KK, 可 得 11 一 (x, X2] ios 
则 gle) > 0, | 
现 设 we 。， 取 单位 元 辑 域 ， 售 得 RV. WEA KC ó, 
使 得 只 楼 xe K, REI- D) "t 所 以 ,存在 ze Ó, 使 


得 Xx) >< 1, 
11.3} xe G, xe G, itll) [= XG), # HHE f 3 
K, X e > 0, ik 
V = {re G||1 — (x, X)| <s, VXe K}, 
W -i£eó||1—(x, 2)| <e, Vxe K). 
(1) 证 明 0(V) = W NëlG). TÆ, 8;G — 9(G) dé lH] BEER 
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mE G E CG) EXE FAME 6(G) 是 紧 空 间 ; 

(2) 证 明 8(G) EG np SE; 

(3) 证 明 eCG) 是 6 hug E TE. (否则 ,存在 Fe PEG), 
F0, E Flan = 0. Koc LCG), fB18 

FO | ex. Eds, 
IG 

HF o= G, MUF = n, P) 

(4) üEDH G 556 RA. 
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第 四 章 ”局 部 紧 群 的 表示 


$1 群 表示 的 初等 性 质 


IH E DRERI RE, A Z(E) IEAM ERI E GE 
BERTUTE, G 已 局部 之 Hausdorff RE, 

iLL 表示 的 定义 和 例子 

定义 11，G 看 E 的 素 示 吓 一 个 映射 x:G — S€ CE), TE 
O FA: 

(1) =(xzy) = nn Gv. 

(2) «CO E E fee Sm. 

(3) G X E— E:(r, v) au(x). 中 连续 映射 ， 

H EA Hiben ZUR], T. H — H RH CHARA, H 
BÈRE: ”存在 有 界 算 子 S:H 一 用， 使 得 ?一 TS3 一 恒 等 算 
T. 记 所 有 上 述 算 子 了 的 全 体 为 Aut( H), 按 算 子 通常 JEE, 
Au((H) £—" f, 

SHALL EHAE Hilbert 空间。 MER ERA x: 
G 一 Aut(H) 满足 条 件 : CI) = RRYESECBU, XPEERE ve H, BE 
射 G — H. x (v YE xe 点 连续 ); (2) 存在 e nano 
URAR C. (8 re U = |x(x)| < C, M= E. G #: H l WG 3 

WE. 185€ x. roe G; r, s HEREDES SX 

ine — rer] = |zCrolfizgxrir)z — val 
= rana xo — nl + [rrr va — val} 
< unn llbeCxs rl le — r! + din GM EC xD 
一 vy). | f] 
X XL1.2. G 的 西 表示 是 指 G (E Hilbert 空间 的 表示 x， 使 
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得 对 任意 z€ G, r) REHBOBMXT. 

Dii, RR xe S, RI R x C— C;(x, r) XGO x 二 实数 只 的 
加 法 群 的 一 维 西 表示 。 

Qi2, AMO 表示 所 有 n X n 复 系 数 和 矩阵 集合 。 对 内 积 
(X,Y) — TXYO, MC) 是 有 限 维 Hilbert 空间 。 £ UG) 
EARE MI 

U(z) X M.O) 一 M (C): (x, X) > xXx! 
EERI. PELE: ze UG) > z! = r, PE 
(n(x)X, Y)-T,(xXx ^ !Y') 一 T, CCK xY x) a!) 
= TC Y Y) = (X, r(x Y). 
所 以 aken) = xGD*. 

例 3，# 个 实 变 基 的 和 次 单项 式 在 复数 C 上 所 生成 的 问 量 空 

TR] H A VALER 
(P. Q) = | ai POG GO ds 
Gii, s% = (re R'|iz| 一 1D 是 有 有 限 维 Hilbert gi. SO) 


为 止 艾 群 ; 则 
Í X` ; /d* 
zG)P| ` |= P =| : ) 
p 


定义 一 个 SOC EHAA. 
例 4， 我 们 记 对 GüJg CARE) Haar 测度 Ë 2 次 可 积 的 复 值 可 
"TP 4 Hilbert SHA LOG). "HJ BUS 


Gu = | FOOD. 
取 ¿GOD = FG). BE 
QGOf, D = | fGr'yyaG)ay = | f GDgCy)ay 


= (fax). 
ERICO fl = lfi JE B. AQ -—3aQ0*. RATRE G > 
L(G), x— àQ)f C € LX《G)) 企 单位 元 < AiE, e 0, H 
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T C6) Æ L(G) PRE KARE eg E CAG), 使 得 |f 一 gl 
8/3. à(x) 是 LCG) 上 的 西 算 子 ,所 以 ME f£ 一 10x)8 有 一 /3， 
Hei e BJ 5R U. 设 8 的 支 集 为 上 因为 8 是 一 至 连续， 
所 以 G 有 单位 元 邻 域 N, (Bi N—NU,NCU K x€N 


suplie — g| < s/3/ m, Eh m= |, ax. 这 时 ,对 z e NÉS 


lale) — gl < 8/3. 
于 是 ,对 s > 0, 存在 单位 元 邻 域 N， 使 得 对 x< N, A 
lA Gf — fis lla Qf — à GO gll 
+ aC) — gl; + if — el < e, 

这 就 证 明了 强 连 续 性 。 又 显然 有 Aley) =i) 00, iCe) RR 
等 算 子 。 改 得 结论 : 

G x L'(G) — L(G), (x, f) iGO f EGE LG) 的 西 
表示 ， 我 们 称 4 为 G 的 左 正则 宸 示 . 


例 5，Hilbert 空间 LXR) KWARE 
G 2) | FOD, 


对 je LOO, WR ewi) = f(x + y), MH 
Rx L'(R)— LR), 
(x, 12 ptx)f, 
ER £ L(R) ARR. 
@J6. 对 xe SLQ, R), FE L(RO, HR 


m. — 
z(x)f ( ) = f Ur ,)- 
则 SLQ,FE) x L2(RD > L(RO, (x, f) ro 是 西 表示 。 
$1.2. 诱导 表示 
在 局 部 紧 群 G 上 了 权 左 不 变 Haar 测度 dv. XIs€ G, 有 
| PME | Hadr, MW) d(sx) — dz, 
G G 
以 Ac id G I ESAE RA se G, 有 


ZI 


aO 一 Ac) NC BD dlrs) <a Aeg. 
设 互 是 G 的 闭 子 群 ，A# 为 万 对 左 不 变 Haar DUBERUESGXR, or 
ERRA 6G 一 G/H 之 下 的 象 记 为 x*。 MAAE C/H 上 决定 
一 个 对 左 平 移 的 拟 不 变 浏 度 dx ， 即 存在 CG 上 的 正 连续 函数 5, 使 
得 
L dx" | f» = | 1dr, 
$ 6 us (sx) e! , 
d(sx) Y dx, NM:e€G, 
Z0] AHLY) £ 
(xy) = (x) A Vr€ G, y€ H. 

HE 95 SE — 4 J Bb pa 22 l V, ff 是 G7 了 的 函数 .。 如 果 
supp( Í) 是 G/H WUZE, 我 们 说 有 紧 支 集 ，modH. 以 CLG, 
H, V) ipf E xk, modH (JV (BE agp Ce (K. 

设 t 是 日 在 局 部 凸 空间 人 的 表示 。 定义 

v = dje CCG, H; V) fxy) 


m Agly) 5 n x ) 
(2603) ry G2, vy eH 


WEKIEGHVE TIE, sex 
E; = (f€ IlsuppCCKH). 
Tr €x E Be A3 38 
Ifl 一 supl jC) l. 
Wu E E k HIERHER. Z" ERuEIMEIRIRTR. aie 
在 E EKAA ER, 
| (GM GO 一 FG). 
Wl G x «e — s: GG, f) t7 1001 是 G 在 局 部 凸 空间 的 表示 ， 
定义 13. 我 们 说 G 的 表示 (x, E) EA H BS A (z, V) 到 
G 的 诱导 表示 ,如 浴 存在 连续 线性 映射 Tie -> E, Bii 
(1) TRH, TCE) E ERRETA; 
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(2) HER z68 G, E rT = Til): 
BÍI, ip (r, V) ÆH fe Hilbert 空间 TP WAAT. — TE GIH 
上 取 拟 不 变 浏 度 ix" RAKS dub. M fev xeG,yeH, 有 
UFC Ep = Hf(x) aC). 
Cub. ifla e CGH). 定义 
(Fli = bou If Cr) aC) as. 
p) E^ dg (v, ñ D) Buses e. WI E77 是 Hilbert 空间 ,并 
有 内 积 . 
Ç, 8 一 | (GD, 26025GO "dx. 
&' - |c——vi G) f 是 可 测 . 
Gi) 对 所 有 的 y€ 日 和 几乎 所 有 的 x《 G, 
f 满足 : 


a = {SEY Len 
féxy) eee) r(y) TEC, 


Gi) | , PEG < co]. 
GE £f" EBUEENRUAGUEBAURS M fe BY"， 有 
CDF |, Goo Poner 


E i" E C) [8€ z) 46x = FIL 
Wp] ind$r ja (à, 2). 
$2, i$ G = SL(2,R), K = 8002), 及 
(a bc 
B = € G i 
{ Ü is } 
W G = KB. W z€ CG, ÆX m:B—>CmF 


ela 
则 a, 可 看 为 8 的 一 维 表示 。 考 虑 G 在 空间 
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"m {G CIG) 了 连续 ， 
Gi) 对 xe G，f 满足 等 式 


f (C zi =) = atf (n), 


Gu) rea f. ICDP < oo. 


对 范 数 dele 的 完备 化 DE CO) 上 的 左 平移 作用 %*， 不 难 证 明 G, 
JU) 是 G 的 诱导 表示 ， 
s13. m 
X14. 我 们 说 G 的 表示 Ge, E) TER Ge, EO 的 直 和 ， 
记 为 x = Or, E = E, WH 
(1) E, 是 的 闭 不 变 子 空 他 ,使 得 代数 和 SE, 是 直 和 而 用 
; 


DE, 是 的 精密 子安 : 
(2) FEE: ERREX r. 


设立 是 Hilbert Z HRAT. 125529 =; 的 Hilbert HM, 
Anm 
(D a Dris 


(2) ¿>e 4, WI E; *5 E; ES., 
这 时 EErEE TRA 


T5 23 45 t; EE; 


f 


H£ 
a" — Su. 


故 最 多 可 数 个 x, REF 0, 
£i. ERO 2x 的 二 次 可 积 实 变 函数 上 对 范 数 || * NUS Eum 


的 Fourier 级 数 。 今 
fn) ud | fe" dx. 
2x JT . 
Xala) =a eins, 
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则 


imj- E 


我 们 可 以 把 f 着 成 S= R/22Z CRRA, e 29 sS E L*XS) 上 的 
右 正则 表示 , 则 oc CD x.. 


3X 15. 已 给 G 的 西 表 示 (r, H), An E oe H, 使 得 由 
[= (x)elx € GY 所 生成 的 子 空 间 是 二 的 稠密 子 华 ， 则 o RA H 
IBN, = ABEST. 

命题 1.2. 丁 表 示 是 循 未 表示 的 直 和 ， 

证 。 设 (z, H) 是 G 的 一 个 西 表示 。 令 

p-i(rl-—T(H.a4,, HH, 是 互相 正 交 的 闭 不 变 子 空间 ， 

日 =l JdÉff Xm). 

三 以 包含 关系 作 序 。 车 @CT， 风 了 一 【| 7 吓 @ 的 上 界 。 由 


rE 中 
Zorn 引 理 ,TT 有 极 大 元 Y 一 IH. a. CE H >< 乡 H,， 则 存在 


0sveCOHO, idi irel rca] 3r pX BUBHI-T-ZSIRE20 He, 
则 rUB, > Y 这 与 Y 的 极 大 性 矛盾 : 故 H = EH.. Cl 
$1.4. 不 可 约 表 示 

定义 1.6. AEGEA C, VO). An V 的 子 空间 UU 满足 条 
件 ; x€ G = zG)UCU, WRM UHV REFREN, Cu, U) 
为 (r, V) 的 子 次 示 。 设 了 有 不 变 子 空间 D, W, EB WDU, M 
HEXER x BH F: 

zx) (o + U) = alae + U. 

STER (z, W/U) $ G, V) HEARR. 

MEER (z, V) 除了 0 fV 之 外 没有 其 他 闭 不 变 子 空间 , 则 
工 称 为 不 可 约 表 示 。 

如 果 表 示 «cm Pon. m 是 不 可 约 表示 , 则 我 们 说 * 是 完全 可 


命题 1.3.。 (Schur 引 理 ) 拓 扑 群 G BSEH Eo (e, V) 是 不 可 
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25 Hg 36 EAR TEE 
fL e Z(V)|Vx € G, x(x) L — Lx(x))] = C. 
iL “e”: = 可 约 之 V 有 闭 不 变 于 空间 U,U 0, U == V. 
p:V >U 是 正 交 投影 ,Ri paG B. pra) = z(=)p. 
“>”. HARAT 上 不 是 复数 而 与 所 有 的 xtx) 可 交换 。 则 


伴随 算 子 L* 亦 与 任意 rz) ujj. 取 自 伴 算 子 4 一 ct + 


L*), B = CE 一 L*)， 它 们 也 与 任意 ra) 交换 。 L= A+ 
iB, A, B 不 会 辐 为 复数 。 设 4 不 是 复数 ， 


A= | Ad E, f 
AA BUR EE. MU E. 与 任意 x(x) 交换 《Rudin [57], Thm. 12. 
23). 4 林地 复 数 之 存在 2， 使 En WREAK, C] 


命题 1.4. 有 形 维 本 表示 是 完全 可 约 的 。 

证 。 设 (z, H) EGARI, dimH = n < 0. 如果 n = 
L, Nir EREA., (EJA RR: 设 命题 对 所 有 维 数 小 于 #* 欧西 
demie. 在 五 中 取证 小 维 数 的 非 专 不 变 于 一 亲口 ， 作 正 交 分 
AE H = H, + Hi, 人 公式 GrG0 HS HD) = (Hi, a(x 72H) = (H;, 
H) = 0， 可 知 H; 亦 为 个 变 于 空间 。 对 Hi, H, 用 归纳 假设 即 
nj. 

12001 T- 3X lis uEHB SLO, 中》 的 离散 序列 表示 是 不 可 约 
的 。 设 

G = SU(1, 1) 


- fae sre oa [47 ? Jh 
Jia». AEG, W 
A-(. 5) 一 4 一 1 
v a 


令 
D = (z€ Cllzi «ij. 
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则 SL,CC) 由 元 素 可 以 线 竹 分 式 严 换 作用 于 CC 上。 不 难得 基 
G = {A E€ SLQ, )| A = d), 


设 
tl i 
= — 
palv? va I 
We 
a V2 


Wa] 
DT = So —0l. 
所 以 TUGT = SL(2, R), 
n (> » ^y. = (bz + d`, 
则 有 
ua, Alz, A) mE ux, AA), 
d(z.A) M" 2 
as uz, A) * 
以 SÉ ids Xd € LORI RR TE. VE 
Ag H E ; 
MJ || = bP + 1 > 18 m ez, WE n 46 ZZ, 
iE £ Es|EAI 


dz = dxdy, z= x + iy, 
(ie k G — jiy 


Hi ds 是 G 不 变 测 度 UU: LEZA Borel +£, AEG, 


jus dm ju dus 


| E TEE 
jo G = 5 (ry 474» 
| dz A ° 
"eamque s 


.:)22* 


B z— O+ £. M| 1— irim lo, Alt, 于 是 
Q 一 Iz4|»y Lzan — (0, AJROR, A)! 


'aCO, AS Q — dap» 
所 以 | 


WA 
EA E 
对 整数 ”引进 空间 

1 


en. deg || won EY <o}. 
xL, z ERE an EX 


(f,8) = ! Fiege) A 
e. RARR EEE s. An AEN f) z s 
WRAT f. VO <, <r<r,< 1, dag) cra. 则 由 Cauchy 
公式 ,有 

f.) = 1. r [Cre os ire? 


2mxi 209 fe z 


i zs ugs je 2 i 

: : '"?rdr 29 
NIS zou j, re? Erer 

TP NM j. Qui " sz Tuy) 

Zahri ~ ri qo i y + iy— z 

aty x 

(x 十 y^^ Ya 


BA 


1 [ fix E iy) 
f(z) = 一 一 一 一 一 
2x(r:-— ri) y << y L dy — z 


x+ iy 

(z + y 

ix fz) €8€., pig 87. E Hilbert 空间 。 
Aj egla, AEG — SUCI, 1). EX 


xdy, 
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læst AJ z u(z, A) "fKzA). 
出 Aul A rC AHY) 2 aA Af. 另 一 方面 


|. KEDD — ss 


- |, La(z, 45V 7^ i f(z A5]? S 


2d tu A -2s ; 20 AD — 
l. ix A » A)! if Cz)! 《1 一 Ix A 1123 


GTC 
J. £O! pe ip 
最 后 一 步 可 这 样 看 : 设 z 一 O . Z, Mi 
i aji -2a d(z4 "') 
A , COTES pice Cram copi 
d LEN s T 


= iu(04 47, A) 7 "|1uCO, AAP) "de 
= (OQ, A)| "dz = (1 — |z|) "dz. 
Pk, x.CA0 是 £, RRT’ BRI Crad) 29 GRIA RUF 
列表 示 。 
BI. Cess f.) 是 G = SUCI, 1) 的 不 可 约 表 示 . 
Au. 对 fee n, ze Z2, 0 < r, < r, < 1, r, rr, 
lzi < ri, £ 


1 1 f(x + iy) 
HG) = LL. 
lix(r — rn) bison <r; + 十 让 一 
x+ y 
| drdy. 
(+ yy 


所 以 € .— C, F ill) BERRE. 由 Riess 表示 定 
理 可 知 , 存 在 kee 9€ 。 使 得 
f(x) = (f, ki). 
设 RC.) — klw), AI 
kle, w) = Chas Re) = Chus ke) = KG, 2), 
{xz z) = (Ks, &,) = 0, 


由 定义 可 知 w — kw) = kle, w) 是 解析 函数 。 所 以 z — kla, 
w) 也 是 解析 函数 ， 从 aE DTE a BH 
zo, A) kk wA) = Ge CAR DG) = Ge CR, k.) 
= Res aa CAT NR) Cal Akus E) 
一 u(z, A sk (2473 
即 


ula, A) "hz, wA) 一 u(z, A7) Rw, 247"). 
以 zA fV z, Bl] 
te A, 24) 一 plw, AY uU A, AT) "Cro, z) 
一 ulw, A)" ulz, A) "ko, z). 
由 此 可 知 函数 z> Kx. z) 完全 由 一 点 的 值 决定 :而且 多 , = 
0 «—» k(z, z) = 0. 

以 上 关于 不 的 讨论 我 们 只 用 到 好 ,的 两 个 性 质 : CD 9€, 
EG BDE FE, (2) 9£€,— C, Ff 是 连续 线性 对 
数 。 所 以 ,如 果 GC. Pp. SÉ, 的 G 不 变 子 空间 ,我 们 同样 可 获得 
PEE RO. 显然 Kz, z) SRC, z) AX k, K EB- AREE, 
JIDLTETETÉGEE e, (BER kle, z) = ck(z, z), Vz e @_ iZ 

hlz, w) = K'(z, m) 一 ck(z, 9), 
则 #(z, z) = 0, JfH 上 > hz, w), wi hz, w) ERIA 
TR. 没 (zo, ow € Z xP, B e> 0, EE {Cx, Ix — 
z s E, ae — wl SE} ÉE @ x 多 的 子 集 ， 对 这 个 集合 内 的 
(z, w), A 


Kem L| KE 


Tur IL — pate=e ra — z 


3» ux P zole-s dd NR TEES E 
RN NE te x ES 2j 


Gi Sca) 


E — ze nm Us! 
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LJ 
— >; Gan" M? 


所 以 在 每 一 点 (x, o) 都 有 震级 数 展开 , 4 是 解析 函数 ， 在 《zo， 
25); 有 ` D E; 
XD — "G — i) ee 0, 


fm.n-h 


E z — z + re”, DL 6779 乘 以 上 式 , 然 后 对 8 从 0 到 2x 积分 ,得 
到 


i= 
23 Gre. arit 1 220, 
0 一 > aqa "t" = 1" 
m? 


x 
sm ú. 


> i imi 
Ommi? T 5 7 =< 0, 
m= 0 


WI — E m, n, A an = 0, TE klz, a) = 0. W 
K'(z, a) = ch(z, v). 
另外 , QE. 9e 0«— c 95 0,3. (0) =< BE LE ZZ, F 02: f e E as 
FE 26. EZ, TE, f ERADIET. R 
0 — (f, k.) = clf, RD = cf(z). 


这 与 f °= 0, ç *< 0 T. 口 
RIETAN: €. 能 否 为 0? 当 KK 是 G 的 闭 子 群 时 , CL | x, 
QC) 是 否 不 可 约 ? 
E. 


x - fa = eech 
取 fe 26,, M Bes, L 


a) = -L [Í >C, 849, 


它 是 -这 ,上 的 连续 线性 函数 。 志 Riez 表示 定理 可 得 有 7 E 
Q.V. (EH 

akh) == Cf, ñ) 
于 是 
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Ka) = Q, Rs) = aÇ k.) 


E l E ett Cu Uto) Ga) dB 


= E J: asa LI Sad 


ED 是 多 的 解析 函数 ,可 设 f(z) 一 laut, HR 


e (mir (>; sug eto) d8 
8 1-3 f 
0, Um n ARR m - n < 0, 
m cs 
L... z ”， 若 mm 十 n 2918 B. m + n > 0. 


所 以 ,只 要 GE, 9e 10), 我 们 就 可 取 f, E CO) 2e 0, BI aÚ >< 0, 
Em = —n, ASA E, HERRA., Ik, 9€. = (0)<— 
HA, AFEK, A, S a 
| dady = 
id jus 《1 EK |z |: PE ex j: (q = f mI dr 


-a| = 


a 
Ü x^ 


JG) = P N 


因此 ZZ, < 10) 过 一 1。 从 上 面 讨论 可 见 车 选取 m 一 21- 
nU 220), MU) 2Z, Se 10} 和 > 多。 包含 所 有 多 项 式 。 计算 内 积 


(z, z”) == | z/z"(l ¿= | 21?) * dxdy 


isi«l 


(| rm = 40 I EM E : 
本 X ol — s r} 
[^ # ! >= m, 
s £ i — m. 


其 中 


-am x ' ud = —Cau+2) e d1C—-2—. 
Oi. Heo r) dr Ga a x=. 
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引 理 . "< 一 1 | 二 | EX WERE. 
证 ， 设 fe 化 ,在 零点 的 Taylor 展开 是 
fo) 一 a.z", 
如 果 f 与 所 有 的 z” EZ, N i 


a | = dxdy __ 
Veja lem ees 
à rrt X Ln 8 E 


- ja (E Eee 


"u 
= 2182, | rmt] 一 
0 


因此 Vm, a, = 0, Bp f = 0, L1 
从 定 文 直接 计算 ,可 得 
(zs(ko)) Cet) = e gl, 
所 以 , 当 把 z, MEET K EB. RTRA ENSAR: 
(ma ED) 9 (D Ge OD, 9€ G0), 
其 中 QE (m) = CT , almh) met 1。 投 射 算 子 XL 
GE mn) 由 积分 


f 2x 
aed) € 9 CRu)do 
2x Je? 


得 出 . 
$1.5. PRR 

ik E, 六 为 局 部 凸 线性 拓扑 空间 《 见 Schaefer. [61]H, 54). 
以 Z (E, F) 记 从 已 到 下 的 连续 线性 映射 的 全 体 ， 设 名 是 过 的 
一 组 子 集 , Š E F 零点 的 一 个 邻 域 基 ， 对 See, VEB, iZ 
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MCS, V) = {fe Z CE, FYf(CS)CV], 
ZE, F) 上 有 唯一 的 平移 不 变 反扑 ,以 
IM(S, V)| S ES,V EB} 

为 零点 的 拓扑 基 。 我 们 称 这 个 丘 拉 为 6-füth (Schaefer [61 JU, 
$3). 

Bi, 4 e E EZGXUGUBT Rh. S-F E A A UE E IR 
fh. 

$02. "46 E EnU AE EDECT- SEINE. 名 -拓扑 称 为 紧 收 敛 拓扑 。 

例 3， 当 是 的 全 部 凸 紧 子 集 时 , R AWE, C) — E* 的 
各 -拓扑 为 凸 紧 拓扑 。 在 E* 中 0 点 的 任 一 邻 域 包含 这 样 和 的 子 集 : 

M(S,g) = ly" € E*l |v, »* 5l] S< &, Ve € SI, 
对 EE 的 子 集 4， 定 义 4 的 极为 
A? = {vte E*'|(e, v* Yi «1, Ve € A) 

CH, Schaefer [61], IV, $1.3). WR E EMEN 5zBI, Nj 
G) 的 准 紧 子 集 是 相 半 紧 子 集 (Schaefer [61], 1, 85.35. Ci 
E BE ET SRBS Bg ELE S TIE (Schaefer [61], U, $4.3), 

给 定 G 在 局 部 凸 空间 二 的 表示 =。 % z € G, x(x) BJ JE Wü E 
ToxGMY 由 以 下 等 式 决定 ， 

(nv, »*) w (Qo, z(x)'v»*), 
HipeeceE,»*cE"*, TX 
rl) = r(Y, 

命题 1.5。 iz E EMA mh C, E) EGER, A 
E* ERG 363848, MJ (z, E*) 是 G 的 表示 ， 

WE. HERH G x E*— E*, (x, v) x QOv E jE 
射 。 证 明 分 作 三 步 . 

(D 设 扩 是 G 的 紧 子 集 , 则 [çG] z € K) 是 sSe(E*) fle] 
等 连续 子 集 . 

同等 连续 性 质 即 等 价 于 ; 对 任意 的 E* 的 0 点 邻 域 下， 存在 
E* BJ 0 ARRU, E KUS., gm E*BgU ERE 
义 ， 我 们 只 需要 证 明 : 对 五 的 任意 凸 紧 子 集 C， 存 在 2 的 凸 紧 子 
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«RS, 使 得 对 ze K, v*eS, A àGOr* CS, Kt s, ctos 
29 S, 的 极 。 BEE AR SARE 

Íx(x Ovix€K,v EC 
的 凸 闭 色 ， 财 三 为 拟 完 备 5 SER. 而 是 etes 之 Vues, 
[Lusot yi S< UL Vxe K,o€ S,|Qn(x ovr)! = lu aCe) 
<i = Vx € K, x(x)w* € C. 

(2) 对 »*€ E*, 映射 G 一 E*, zi— z(x)v* 在 单位 元 处 
连续 。 

设 K 是 G 的 紧 子 集 ， U e CE) 的 子 集 (nx!) x € Ky 是 同 
wi, T Ascoli 定理 (Schaefer F61]III, $4.55, ZEDCT E 
M kW kini e iu kini. 即 ， 当 ”属于 五 的 紧 工 集 C 时 ， 
x—e => x(x 1)e— 是 一致 收效 .所 以 ; 当 € CIT, (nx 7v, *) 
rv e (e, v* 5 E — kU 0k. 这 就 是 说 ， 对 E* 的 
EARI, roal" 存单 位 元 * 连续 . 

(3) 映射 G x E* — E", (x, v”) à (x)v* 连续 ， 

设 P 了 是 E 节 零点 的 号 邻 域 ，KK 是 6G 的 单位 元 的 紧邻 域 。 则 由 
《1 ,存在 0 的 邻 域 P fibyeK.wut*teV,-—zxG)w'eV/A, Wu 
x€ G, o” € E*, Uk w*eo* + Vi HCD, EE x R$ EQ Uc z K, 
使 得 : X*DIyeU, HW xGOw* —z2(x)w* €V/A, WR u* c»* + 
V, y €U, Nj 

au” — &(x)v* = k(y)( t — v*) + Caly) — als) w” 

TG)-— — at 一 w*)€V. 
这 诚 是 说 , 对 已 给 (ut ERR x(x)v* V, FFE x RIRU 
及 v* 的 邻 域 ^ TVA, 使 得 

UNa" + V)cz(x)s* + V, 

BI G x E*— E* dE (z, o") 是 连续 的 。 D 

定义 1.7， 称 半 为 < 的 迹 步 表示 
41.60. 二 次 可 积 表 示 
命题 1.6， 如 果 Ges H) 是 局 部 紧 群 G 的 不 可 约 丁 表示 、。z 属 
于 G 的 中 心 , 则 z(z) = XQ), X(z)€ C, Ixcol = 1, 
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J4 0 


Voy 


E. EBAT x=) 的 谱 分 解 定 理 , 对 单位 圆 的 每 一 个 Borel 

+3E X 有 五 的 正 交 投射 ECX). (815 
xus JaaE Co). 

为 Vx€G, a(x)xz(s) 一 xtg)z(x)， 所 以 对 所 有 的 E(X), 
z(G)E(X) 一 E(QX)zn(x). 设 RCX) = íe € H| ECX)» = 01. MMM 
z(x)(ECX)H)CECX)H, n(x)98(X)C9(X). 所 以 E(X) — 0 
BI, TE zr) = 41， 其 中 4 属于 单位 加 ， L1 

定义 1.8. 已 给 么 模 局 部 紧 群 G 的 不 可 约 西 表示 (x, H) K G 
H ODRIH TEE 252， 如 果 五 内 存在 四 兰 0，m 关 0， 使 得 

jos | Ca Coa, v9) |'dx < 09, 


JUPE x 为 相对 于 2Z 的 二 次 可 积 表示 . 


* * < b € a 


命题 1.7。 如 果 么 模 局 部 紧 群 的 不 可 约 西 表示 《x,H) 相 
对 于 的 中 心 的 闭 子 群 Z 是 二 次 可 积 。 则 对 任意 a, o c€ RH, 8 
m Celen wldy < eo. 
WE. 首先, 国定 vz > 0, 我 们 来 证 明 , 和 如果 存在 S >e 90， 使 得 
Á | Calams oa < co, 
则 Vu e H, 8 
mM | Ge Qus v)l'dz < co, 
z aE X, EH zE Z, rl) = XGOIJ. Wi 
e = {G 一 CI G) h FTA; 
Gi) z€ Z, x € G = h(zx) = X(z)h(x); 
Gi los | hx) dx < co ]: : 
则 Hilbert 空间 & 的 内 积 是 
| b Go) la e) dx, 
显然 x> (r) w) WAT Se, dX 
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H' = fu € H| bs | Cx GO wu, v) dze < ej. 


则 挟 是 五 的 不 变 子 空间 ; z 2 urged JG SE F H. BUÜH' 是 
豆 的 稠密 子 空 间 。 用 以 下 公式 定义 无 界 算 子 4; 于 一色: 
Au(x) = (a(s)u, v), 

338. 二 是 闭 算 子 ， 

证 ， 根 据 定 义 , 我 们 需要 证 明 [wQAwiw c H} 是 HOC 
BATEE, BE EF us 使 得 在 已 中 有 a, >u RELEE 
Au, >h, W h, = Aun, JU z, oro r(x) v) — 
(m(w)u,e), Hb h, — b => LERE AGO = Calre, v). T 
是 


| l(zGOw, e)|2dz == | [^(x) dx < co 
- GIZ c/z f 


IX HH z€ H', h = Au, Li 
# = 上 引入 GG 的 右 平 移 作 用 o: 
(p(x)4) O) = kyr). 
则 
(g(x)Au)GCy) = Aulyx) — Ge (y)x(m)u, v) 

= (A(xQx)u)) Cy2, 

RẸ 
plx) 4 = Arla), 
A DA) WAT AREN, A*A ABJASERT. Xe 
DCA”), W Vue DCA), # (Au, h) = (u, Ah) => (Anlx)u, 
h) = (n(x)u, A* 5) > (Au, p(x?)h) = (u, x(x )4*À) > À € 
DCA*), W) orh E DLA”) H Atol) = CaA” => 
nla) P(A*A)CODLUA*A) E. z(wz)A* A = A* Arla). 因为 + 是 
Z nj£9, Schur PERA 4*4 一 41, ¿€ C, -HIEXUEH BUS 
极限 : a >u, BR s, € @¿ A) =H, 因为 
|( s, — Atin, dn, — Ät) = | ( A* An, 一 Ha) M, — Ka) 
= Als. 一 xni > 0, 


PEL (Aua) WC, G6 Au, — h, 天 4 是 闭 算 子 : 所 以 «eH HB. 
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<= 


4s = h. ok. RETR SFH. 
现在 再 来 证 明 命 题 1.7, 由 已 知 存 在 Mas Vor 使 得 
| Ir Gr) e, v9)l^dx < co, 
由 上 商 论 证 ,可 知 对 任意 * 有 
| VCÓn(x)n, v)! dx < 00, 
lez 


注意 到 
| [zx) n, va) dx = | Cn( a7 vo, u) |24zxz 
-GIZ 6 


-| Crm, opar< oo, 
FREMRI Ves 8 
m Inv, uM dx < co, C1 
系 理 1.8， 如 果 么 痪 局 部 紧 赂 G 的 不 可 约 西 表 示 (z, ED 相对 
T GüjdubAR IH Z 是 二 次 可 积 的 ， 则 存在 正 实数 4、《 称 为 
的 形式 次 数 ), 使 得 对 ,se 日 有 
MEC 
证 .前面 命 晤 的 汪 曙 中 的 闭 算 子 ABRE bka H, MA 
根据 诸 图 定型 , a RON SERT. 考虑 映射 n> A4, 便 知 有 正常 数 
co 


[as Cx GO s, v) dr 一 cz 
同 理 ,有 co E5 
|I, Paz 一 ee， 
TE c [e = elvi, BH az = V lek, BPEJ, ri 


€, 
$1.7. 缠 结 算 子 
定义 1.9. ik (x, E), Ge, E) 是 拓扑 群 G 在 局 部 凸 空间 上 
的 两 个 表示 。 如 果 存 在 同 构 TIE E' 使 得 对 xEG， 自 
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Ta(x) 一 vGOT, WARR” 5 a Eir, WA ER E: BR Hil 
bere 空间 、 则 这 就 是 要 求 了 2 和 7 的 逆 算 子 均 为 有 RAT. 

WO, EY Ge, EO RE Gf 6n. H EIBIBIBI A T XE ER 
算 子 , 则 我 们 说 = 与 = 是 西 等 价 . 

2 TER T» m5 r! "rss AAT. 

命题 1.9. 两 个 等 价 的 西 表示 是 西 等 价 的 ， 

证 ， 因 为 TT'e( = Tx(x)T* 一 w(x)TT*,。 且 TT* 是 
IE Hermite 算 子 ,所 以 , 取 S = JTT*, Sx) = uv (x)5S !, EH 
AT SUT EEBIEERU = 与 x' 浊 的 缠 结 算 子 . 口 

DALL. (Schur 正 交 关系 ) 设 么 模 局 部 紧 群 G 有 相对 于 中 
心 的 闭 子 群 Z 二 次 可 积 的 不 可 约 交 示 (x, H) 和 (m, H')， 使 得 
村 z€ Z, slg} 二 x'(z)。 则 有 

(1) nS x 5 a' 不 等 价 , 则 对 s vz E11,w，v EH 、 有 


| Gr(x)nu, v) (wlaw, v')dx =D, 
lez 


(2) WRAAK TE r tyr 间 的 缠 结 算 子 使 = 与 = 等 价 。 
则 对 m re H, ws eH, 有 


m (eau, v) C nu, v )dx 
一 y Te nx Tv), 


其 中 d, 是 * 的 形式 次 数 ， 
证 .国定 a, w, 对 任意 ", 刀 上 的 线性 函数 


v 一 | (x(x)u, v) (a'(x)w , v'2dx 
lc 


是 连续 的 ， 改 可 表 为 (e, Be), EP BocH. 显然 HH: 
vt— Bv 是 有 界线 性 算 子 。 注 意 


| Ou, nv xu, »'Mx 

1677 

一 | (sO u)u, n G)v, v)ds 
-GZ 
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t Ç ”一 一 一 一 一 一 -一 人 x EE 
"> m (x(x)u, v) (x), z(y  )v')dx, 
HY 
G', Bz (y)e) = Cry )v', Bv) = (ru (y) Bo), 
于 是 ,得 Bx(y) 一 xw'(y)8， 我 们 需要 下 列 

SIR LIL r, = 是 不 可 约 西 表示 ， 8 为 有 界 算 子 。 Bac 
&B-B-—05B-AiR,A1eCROSSIBET. 

证 。 ERAT 8* 也 满足 B*—B*zr, Hermite B B* B= 
AWE Az x4. W Schur 引 理 (命题 1.3) 可 得 4 = ud. 故 得 
B=0 RAR., R X» SET. ! G 

现在 回来 看 命题 1.10. WE 53 « TS. MAA B=), 
就 得 到 (1)， | 

ZEO BE, ESI CT B)s = «(T^ B), EEH Schur 
引 理 ,得 到 常数 Cun» 使 得 

B £T. 
这 样 
|, u, Y Gi, yin = enw To). 
注意 到 Glu, v) = GG Ov, u) 及 G 为 么 模 群 ， 上 式 左 方 等 
于 
| Ge GOw' s e Yn), v) dx 
6/Z 
e f, Gv GG) az 
= Lo (Tuy), 
于 是 
Cor (Tv, v) = £T, z"), 
E; g = v, ' y, 可 知 有 实 党 数 Cs 使 得 


Ce, T cCTw, ^), 
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HB u = Tu, w w Tv, É ú= ue, WS 
clu, n): = | | Ca GO, ul dr = L Gs uy, 
6/7 d 


AN gt c = 


$2. 紧 群 的 表示 


本 节 分 为 两 人 小节。 第 一 小 节 是 讨论 紧 群 的 表示 ， 主 要 是 证 明 
Peter -Weyl 定理 。 第 二 小 节 是 把 第 一 小 节 的 部 分 结果 推广 到 紧 
3rPE73jHI. 
$2.1. Peter-Weyl 定理 

在 这 节 中 ,我 们 假设 G 是 紧 拓 扑 群 。 在 G 上 取 Haar 测度 dr, 
使 得 Las = 1, 

命题 21. EE ES EE Bi < ul 22J32 28 BS EUCRI. 

UE iZ (z, H) 是 紧 群 的 本 表示。 可 假设 7* 是 纤 环 表示 ，nu 
号 是 循环 向 量 ， :一 1。 在 只 上 引 人 新 的 内 科 ， 


(p, w) = | (rxv, uu, nx )wodx, 
6 


应 用 Schwarz 不 等 式 ,得 
Mp; w) =< dg! "wii, 


因此 ,存在 有 界 Hermie AF 4， 使 得 Cv, w = (Av, w), 
(Av, v) 一 Gon, u)l!dx Z 0. 


BiAZO, dH (Ae, e) = 0, WH xt G, 有 

(nx) v, u) = (v, z=( x ')az) = 0 
(CHE: x —>(ale)v, u) 是 连续 的 )。* 是 循环 应 明 ,故此 v = 0, 
WEE v > 04» — àv, Ma 27 0, PETER: 


CAn(x)v, w) = |. Cals rx), n)(#, m(s)ze)ds 
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= REG ulu, n(sx  ))d: 
= (Av, a(x jw) = (x(x) 4v , z). 
则 有 Vx€G, A4a(x) = x(x)A4 Ek 
HO) = {v € H| 4» = iv). 
Mt re G, 有 z(x)H(OD)CH(Q). 

现 让 4 是 紧 算 子 ， 设 昌 的 序列 (v.p BRAT v. 根据 Ba 
nach-Steinhaus EE, (r) AF BUFE 对 :使 得 llo,l| < M. H 
Schwarz RE, f 

|(z(z)e,, u) Cis, x Gv Cn Gx us, u)| < MY 
政 可 应 用 Lebesgue & Sil dk E SETE T 9UL E: 
lim ido, = lim( Av,, Av.) 


— lim | Ca GO vs, uy u, x(x)Av,)dx 


nac 


= im | |. Cx) vs u) Cus zs Cr Jala u, dad; 


= |. |. Gros Os n Do Xn Grau, aded: 
一 [Avi 
5; — iB, E S UICE X, E (dv, Alv 一 d$.) — 0, BI! limCAv, 


Ava) = l4vl?. XA 
pAr — Av]? = Av — (Ao, Mv) 
一 (Auns Av) + Ae, |Ë; 
所 以 limi4»e 一 Ae, 一 0， 这 就 证 明了 4 EKET. 
R REEE Hermie 算 子 ARERR, RZA TH 
谱 分 解 定理 ， 
H = CD Ha), dimH(2) < oo, 


每 个 HCA) 是 不 变 子 空间 。 C 
往 。 以 上 还 明 过 程 说 上 明 : FRR GRATE, r 是 有 
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良 维 不 可 约 表示 的 直 和 ， 

XB 22、 紧 群 的 不 可 约 丁 表 示 是 有 限 维 的 . n 

RE 2. E EU G tE SIB ARI V HIR MAE F 
上 引 人 内 积 ,使 得 * 是 丁 胡 示 . 

WE. EV LERI Hermite 内 积 (:，,*)、 则 以 下 内 积 满足 
命题 的 要 求 : | 


Qu, v) = | GG», z(x)v)dx, m 
系 理 2.4， 紧 群 的 有 限 维 表示 大 完全 可 约 的 . 
证 ， 在 表示 空间 上 引入 内 积 , 使 得 表示 成 西 表示 口 


命题 2.5. (Schur 引 理 ) 巴 给 紧 群 G 的 不 可 约 有 限 维 表示 4《z， 
V), Gr, VO). 如 果 线 性 映射 TT; 了 一 V°, 使 得 : 对 *eG， 有 
Tals) = x (x)T, WT —05TBUID M. 

证 。 显 然 工 的 核 和 象 集 分 别 基 了 和 V 的 不 变 子 空间 。 O 

X3 2.6. 5 ESEGHU ARA K u[ #JES 2 Z (r, VERIR 
ERI T:V 一 了 是 数 乘 映射 . 

证 ， 设 4 是 TT 的 特征 根 ， 则 了 一 41 不 是 单 满 喘 射 。 出 系 理 
24.5, — EŻ T — ål = 0, FU T = 11, g 

AA 2.7. (Schu EZZ) 

(1) AC V M Qc, V') 是 紧 群 G 的 互 不 等 价 的 有 限 维 不 可 
ARR MR wn, e€ V; e, e EV'， 有 

| Cru, v) GOw , vas — 0 

(2) i (=, V) REGE G BJ 8 RAE RII RR S UST us vi, 

ma (2€ V, 有 


(Gi GO vOG Gs mde 一 Cina ma a) 
WES G BL: = V DREHEN 
T, = | aLe ada; V Y. 
则 zp TL yD) = Ti, UU FL Tir Cy), Vy € G, 于 是 
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Tr = 0, 设 L(o') = (W, W )u, 并 利用 (Tar, v) = 0, 便 避 得 
到 所 需 等 式 ， 
(2) RAER LVV, 定义 


T = j. z(x) L z(x 1) dz 

则 类 位 (G1) 叮 得 结论 : 34 EC， 使 得 TL = 11. HB. 
tT; = trL =å- dimV, 

$k ¿== tcL/dimV. Ti 


CT Ln, 0i) puc E 


dimV 
kiin Lo} = (o, DETE Biuj, LI 
定义 2.1. 已 给 GG 的 有 限 维 酉 表示 《zx， V). 称 dimV 29 = BU 
次 数 , 并 记 为 da. HES us vE V, BEAR r> (x (x)u, v) 29 
的 证 阵 系数 。 若 [uy 29 V BOTAGE H, NIER 


Cn; e. 


X, (x) = terle) == D) (nO wi, ui) 
为 二 的 特征 标 。 
$513] 2.8. zx 和 是 G 的 育 限 维 不 可 约 西 表示 。 则 
(1) Xex) = X,(x ); 
(2) dX, Xa — X, 
(3) WR x 5 r AS ES] X. * Xo = 0, 
iE M (GG wis nj) = (nCx Dui, m), 得 (1)。 计算 卷 积 


X. * Xu (y) 一 | X.(x)X (x yox 
G 


= 3| CG), ui) Go), w G)ui)ax, 
利用 Schur 所 交 关 系 , 便 得 (2) 和 (3)。 [i 
定理 2.9. (Peter- Weyl 定理 )G 是 紧 群 ; 则 有 
Q) 在 LCG) 中 ，G 的 所 有 有 限 维 不 可 约 丁 表示 的 矩阵 系数 
c BAS w; T IR), 
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(2) WEG R GÉ E KZ AS MERER ESE ER. 
在 *e@ 的 表示 空间 中 选 定 一 个 法 正 交 基 ， 相对 于 这 个 基 cQ) 的 
矩阵 记 为 ( mu G1 « i, 25 d... DIL (C4, 725(0) 是 LCG) 
的 法 正 交 基 ， 

G) 取 feE LXG)， 则 了 的 Fourier RT E 


t = >: d.x, wx f, 
xf 个 
m H. Plancherel AÑ 
J Gy Uds = XL a, Da lar 
G z y Je 


BY. 

(4) Ca, V) 是 G 的 西 表 示 , z 是 6 的 有 限 维 不 可 约 西 表示 ， 
设 

[r, z] = {UU 是 了 的 不 变 子 空间 ，zlo 与 + 等 价 } 以 VC7T) 
ip 2j U 018. ËA E,:V 一 Cr)》 记 正 交 投 影 。 则 


(i) E, = a; | x GO Gdx y 


(Gi) aR z r 不 等 价 , 则 EEr = Ep, E, = 0; 
Gü) mË oe V, W v= $) Ew. 


证 。 (1) Ap An = (xn, v) dx BABERE, WELT 
为 数 亦 是 : 
h(x 7) = (xv, u), 
h(sx) = (nx) n, rs 20), 
B(xs) = (x GOn()n, v). 
PRU FRU ER t £ =] 29 ECRIRE TRAE BER L'CG) 的 子 空 
(lA J U de IPS E SEE MC ER A) hx) 之 下 不 变 。 于 
F: U es 
设 N 蚌 上 5G 的 单位 元 开 邻 域 。 以 IN| 记 尺 的 测度 , pu 记 产 的 特 
ERS, 到 0 疡 和 EU+， 用 左 正则 表示 定义 冰 数 
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F y(x) = YN 7 pu GORCy 'z)dy. 


Fw ERA L GEEEMJXERBS.BIDPEiEXYESEBU. S N HE e BJ. PF. 
在 天 :中 收 敏 至 有 兰 0， 所 以 存在 一 个 Fy 不 等 于 0。 BAFE 
Ut, WU Ut 有 连续 非 零 函数 ， 在 平移 并 鞠 以 适当 的 复数 后 ， 可 
假设 U+ 有 韭 乱 商 数 Foa 使 得 F,(e) 是 不 等 于 0 的 实数 ， 没 
F(x) = | Fix dy. 
F (z) = Fil) + FÒ. 
Nr RERAN, Fe Uz, Fle) = 2P (e) 是 非 零 实数 ，Ys€ G, 
有 Flsxs ') = Fix). 
HEROS, y) 一 F(xCy). 定义 积分 算 子 
TG) 一 | RCY) Ody, i € L(G). 
WM F >< 0 É 
k(x, y) eS &Cy, x), 
| Gs y) i dxrdy = | .F(x)lidr < co, 
iGxC 2G 
可 得 T.L'(G)— L'(G), ik3E?^E Hilbert-Schmid:. 算 子 。 所 以 
TAIEX a, 这 个 4 的 特征 空间 VLICL*XG) 是 有 限 维 
KRH VV。 是 左 正 则 表示 4% USAGE Am. 
(TAG) GO 一 | FG^30fG^90dy 


s 3 Flr ‘sy)f dy ~— (TH(s x) = ajls ‘x) 
= al(s) f(x). 
[420 dimV, < ceo， 所 以 V。 有 不 可 约 不 变 子 空间 W. == n, 
E W.P, RÆ fotte fa W2 ÆW. HAJI RELE 


halta) = Ais f) = | HEDEG. 


WU 的 定义 ha € U, 5H Ui , 04 79 F € Ut, 所 以 
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0 一 F Gh (x)dx = | | F(a) fiC yf Cy) dydx 
da G iG 
7 l |. F(yz= O f, C) f; GOdxdy 
d |. |. FG^ Gy] f) dx 


= (THE ds = a | 11) ae, 


这 与 W. >< 0 矛盾 。 所 以 我 们 得 到 太一 0 II LG) — U. 
(2) 从 (1) 容 易 得 到 . 
(3) 根据 (2) ,任意 fe LCG) 可 表达 为 严 收 敛 的 级 数 : 


iG) — $14, Dr) | ONO. 


1& i, < d, 
作 变 换 yy, 8 
4. S oss | eu A OMy 


(«i <a, 
-d, > zac zi Cy) Cy dy 


i; <a, De 


med. 5 I Txy)y dy = d Xn kil), 


i=1 iG 


另 一 方面 ,从 法 正 交 基 定 义 恒 可 得 Plancherel 公式 (Rudin [57] 
Thm. 4.18), 


(4) i& 
Po = d, | GO Ce) wd, 
D | 
Et — d, | G0 (x)dx = É,, 
RE, 一 dcdv| Quo Ry) Gn GO ds = 0, 
其 中 + 与 7' 不 等 价 ， 
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RE — 2 | (Re GO Gods, 


— d, | GO GO ds — Ë. 


Edit, (Ej 是 一 组 互相 和 正直 的 正 交 投影 。 
取 LE [zr， x]. i iist t a V. R: U IJ2E ESE £ ; mi (z) = 
(x (x) us ai), HU 


n 


Xx) 一 >: zx), 


z)sj-— b x;jx)u;. 
TPT 
用 Schur FARR: 


Ë 一 | X.G) m(x)ujdx 


€ 4. | 5 ma Gr) Qe) udx = Hj. 
oi 


即 是 说 Čiu ETE GRAM, 

5—H h, 取 Uelr x], uce U, v 与 7+ 不 等 价 ， 则 Ëu 一 
EE = 0, 

iBV BAH Ba fk uj J AS 25 RBJBUIESETU; V = CDU. Wi 
VR ERUPHRHEBHERRERET WE UE [r, 21, WJ Erlu = Eslu, £n 
Ë r Er KE, Ueit], HIE,]o = Ë,|o = 0. W 

从 Peter Weyl 3E BR uj I, fk Zç [rr]l 的 个 数 是 dim (Im 
E.)d,. 这个 数 记 为 Gir). 可 以 说 z 在 < 出 现 Quir) 2X. 
利用 Schur EX Aasa Uh dim E, ECG) = di. PR, 
如 此 4 EGE EG) LEER R. MUJ GQ: r) = de. 

命题 210. i2 Gc E EA (z, V=), Gr, V, RATE 
An 29, hj 

(z;:r)- dim Hom;CV*, V*) = dim Hom;(V', V7). 

WE. JE Schur 5S|Z 4 Peter- Weyl 定理 ， 若 Te Homs(V^, 
Y'), BRBTCE.V)* 一 0。 把 EV 写 为 不 可 约 子 空间 V, BO IE AS 
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和 ud V. 与 V' St. BiU. 
dim Homg(V,., V7) zz 1, 
引用 Schur 引 理 , 便 知 dim Home(V,, V) 一 1。 所 以 
(a:r) = dim Homel V”, V"), 
Hz 3E 8 ,得 
dim HomgCV*, V*) = dim Hom;CV*, V=). Li 
W H kB G WJ PIE, (r, VU) dE HB PRoR. EX 


c^ vri) | copas < oo, ] 


Gi) Vy € H, f(xy) =r OE) 几乎 处 f* 

处 对 x € GRY, 
GEV 上 作用 如 下 : 

xCGDfG) = fs tx), 

z EM Trt 到 GG 的 诱导 表示 , 沁 为 indgr . 

定理 2.11. (Frobenius TRAR) ZH XKE GUATE, 
(z, V') E HBRJA [£S EH 0 EGE V° 上 的 不 可 约 丁 表示， 
x = indgr 作用 在 V* E. M 

《indgr:c) = (clzg:7). 

W. 因为 CLC, V), LCG, V) d, ^- L'(G) 的 直 

FBI 


y" 一 


L(G, V7) = LG)6---QLXG), 
dr 个 

所 以 ,o Œ LCG, VPH dd, Re VÆ Cria) S d.d.. 

xG EBJERER f, UL oC) in (e), e IcAin. 36 eR 
性 映射 所 组 成 的 线性 空间 HomcCV?, V*) 中 的 元 A. 对 e€ Ve, 
F 式 成 立 

TCy)( 4v) = vc(y)[Av(e)] = Arly) 
= (wiy) Cav) e) = CAHoxcy)v)Ce) = oMoty)v, 

FEL, 84€ Hom(V*, V*), 

ó: Home( V°, V=) — Homa (V°, V) 是 单 觅 射 ， 埋 由 如 下 ; 
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i 84po—0,V»c Vo, W] 4v)(e) 20, V» € V^. HR omale w, 
m 
0 = CA) e) = (Aola e N e) = (QC) "dv )Ce) 
= (Av')(x). 
也 就 是 说 Av = 0, Vv, FU A= 0, 
FER 6 ERa, Hu Be HomaCV^, Ve), 定义 
dv(x) = B(a(x) v), ve V°, z€ C, 
Pu 
Av(xy) = B(o(y) alx v) = ry)" Bo(x) w 
= rQ) Av(x), 
所 以 Ave V"。 作 计算 
(x(xo) Av)(x) = Avlar) = BCl Con )v)) 
= A(o(xo)v) (x), 
所 以 m(xh4 = dex. 35 4€ Homc(V^, VO. 最 后 有 
sdo 一 AvCe) = B(oCe)v) = Bv, 
B[ 8.4 = B. 
综 上 所 述 ,有 
dim Hom;CV* , V') 一 dim Homg(V*^, P), 
于 是 
(slg:r) = dim Homg(V?, V*) = d,d, > (x:6) 
= dimHomgc(V*' , V^) — dim Homel V", V*). 
定理 得 证 ， D 
$22. 紧 齐 性 空间 
WG 是 么 牛 局 部 紧 捷 拉 群 ,是 G 的 闭 离 散 子 群 , 使 得 商 空间 
PNG 是 紧 空 间 ( 自 本 节 开 始 , 商 空 间 记 号 采用 表示 论 中 所 用 的 ， 意 
义 不 变 ) ,而 且 PNG 有 唯一 的 左 G 不 变 正则 Borel WE. 关于 这 
个 测度 的 二 次 可 积 遂 数 全 体 记 为 LING). 
对 oxeG,g€L(TNG); W 
elx)q (s) = wlsr), se ING. 
容易 证 明 ，p:G X LEONG) 一 LONG) BEARR. 
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SUR. 
引 理 212. ife C.(6), 用 公式 


Gf), 4) = | fa Cel, dde 


XE XBJ eC & LONG) BIETET. 
W. (1) XE fe L(G), pe CONG), Bu) 


| (s. px) ds) ds 

* mU eG iG) tax (Í TOA, ds 
= [b IFC) laz) |. TEDI I eG) as] di 
2 (| Y) ida) E ups) ds < oo, 


所 以 ,对 几乎 所 有 s 型 分 
[ott Gode 


Gn 
< 
e 
&i 


dd: 


" [Í| eCa) 


一 NC Tua q GR dx 
= | fear s Mx = CoD) d), 
可 见 " 
o(Da (s) m | /GO or dx. 


DC) x M. 


Yer 


JU REST XT-—TÓPING.EBSILURIBURSE, 


Wr = MERR ENEC E EE, o E. G WD El 


另 一 


(2) Hb fe CAG)， 则 存在 常数 M, 使得: Vx.yeG, AA 


事实 上 ,只 要 取 紧 子 集 5 使 得 妞 一 FTC， 然后 对 z. ye C, 证明 所 
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求 的 不 等 式 即 可, C = supp), B = CCC, M| r& BNT 
Kary) 一 0。 但 妃 门 了 是 离散 紧 集 ,所 以 它 只 有 有 限 个 元 ， 没 
2111 y) < N supli) = M. 

T G 


(3) Efe C,(G), x € G dn 8 > 0, Weed firzo U , 使 
得 对 ze U,» ç GH 
Diir ary) — ary) < ó, 


eT S 
JESEGXGDUEHHADR. RETE C, 使 得 C = P. C, W C' = 
supp 7. 取 G 的 单位 元 的 紧邻 域 P， 可 以 假设 yeEC， 则 由 rS 
xoVC'C-NMNT， 可 得 
LG ry) — fix Yy)) = 0. 
NEREA to0VC CNT 中 元 素 个 数 ， 取 单位 元 邻 瑾 了 ET ， 
则 
S GT my) — fGsTy2] 


repr 


< Nsup [fCx y) — fi». 


yc 


"WIR U 7:5] SiS 
o" 8 
PAM y) — IG»? P 
就 得 沼 所 求 的 木 等 式 . 

(4) SEUEBH S fe COW, oC) 直 紧 算 子 ,用 需 证 有 明 : 455 
LING) 中 序列 ipso Me,l< iCVz. MEJ legel His 
SE. enm RBUEHH F Bi A MMEA Ascoli 定理 得 到 上 
面 结论 ; 

G) lel € 19 | foDeCGandy| < oo, Vae G. 


Gi) Ne XEXESRERZE Nelle < 1) ARAFE S. 
NUQEXR P DEUEBHXEDAGA. HT 
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[Gers = | Go) Gy 
= [E fen] eo, 
所 以 
i fG)eyMy| 
« (E. eco Pa)" (E (Eray). 


由 此 不 等 式 及 (2) 可 得 (1)。 下 面 证 《ii)。 
M E G, e > 0, i |TNG] 是 TI\G 的 测度 ,6 过 sa/V1T\G|， 
xfi s RUC MWA lol S 1, x€ U, 有 


| FG) Geay — | fOD GayMy: 
G c i 
| Tigr! = 一 上 
= INO > Ux"! xz Yy) — fC Yy)My| 


«(T tecor) (1. (3G m) — K yer). 


< 6. 
HEAT Cii). Cl 
5[HB 213. 设 局 部 紧 群 人 有 本 表示 (x. 五 )， 使 得 对 任意 单 
ERRU, FETERE 了 满足 以 下 条 件 ，《1) suppa 


U, (2) | fax 一 1，(3) «CO ERAF. M 


O) 有 闭 不 变革 空 间 二 ,使 得 (x, B.) ERTH, 
(2) 志 有 一 组 闭 下 变 子 空间 {H} WARKI E s 

G) Cr, H.) 是 不 可 约 的 ， 

Gi) a æ 8 9 H, 13 H, EZ; 

Gii) H = OH,; 

(v) G 的 任何 胡可 约 表示 只 在 zx 中 出 现 有 限 多 次 。 

i. (D 取 we H, lul 一 1， 单位 元 邻 域 呈 使 得 : xe Uo 
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Ix 2n rum sil < 1/2, 对 如 选取 / 满足 假设 C1) ,(2) (3)， 这 样 ， 
如 果 lol = 1, jj 


(Dun — s, I)! = || ioco»; v)dzr — (u, v) 
- Iit». ») — (x, ds 


一 I" fix Gu — u, vydal 


< leGOs — wllllel OLE P 


因此 dieu — sl < 又 因为 (Du 36 0, 所 以 (P) 9e 0. 


D BHRAT n(D* 也 是 紧 算 子 。 MA, rO) + z()* 和 
—i(x(D 一 «0O*) HIEELIESERIT. VE f*(x) m fx, QU 
xCD* 一 z(G(#*). Fi ACE < 人 f + f), xCGf* — D) 之 中 必 有 一 个 
FF. 以 4 记 这 个 非 罕 算 子 , 设 1 为 4 的 非 零 特 征 根 . H. (ue 
H| Au = łu}. Wi dim H, < co, EHAR 8 —4HBAE E T- 3 ja] 

ULnH|IH EHBIBITA2HS.H x(G)HCH}. 在 其 中 取 最 
J H. id 

H = NHE IH. H' 是 闭 的 (G) 不 变 子 空间 }。 如 果 
(x, Ho) 可 约 , 设 H, = LiDL, 其 中 Li L 是 互相 垂直 的 非 零 的 
x(G) REPER PA s Lis L; 亦 在 4 的 作用 下 不 变 , 考 虑 

H, = (H0O LDH L). 

HH, MAREA MAL = 0R Hi, i= 1.2. 必 有 i, EHN 
L= H,, BLDH, WA LDH, 25 H = LOL, L, >= {0} 
矛盾 . 

(2) iE (H.) 是 一 组 最 大 的 互相 正 交 的 闭 不 变 子 空间 ， 于 是 
(x, Ho) 是 不 可 约 酝 表示 。 设 = OH WR HSH, KH 
79 H EHEZ W H” >= 0, 而且 G, H7) 同样 满足 引 理 的 
假设 ， 可 以 用 (1 得 到 不 可 约 不 变 子 空间 Ho, MA H, 5 H' EX, 
这 与 五 的 定义 矛盾 ， 最 后 证 Gv). 给 出 不 可 约 丁 表示 Co, V). 
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WAKER o, 使 得 (z, HO S3 (0, VO SEQ. 可 选取 了 使 ox 
*), eGO* — DO Z— f ETE SEOEIR a. V 中 以 4 为 特征 根 的 特 
ERRER Va U TV — H, 记 =y,a 的 缠 结 算 子 ， 选 到 4 如 
《1) ,并 设 
H, = {ye Hi Av = uv). 

则 QT,V,CH,. 3x53 dimH, < co HFE. r: 

下 面 定理 可 立 刀 从 引 理 2.12 和 2.13 推出 。 

定理 2.44， 设 ,0 满足 如 上 很 设 . 则 有 正 交 人 分解 LING) 
“De „Ler ROK m, < 00, m.L. 是 ;个 上 的 直 和 ,《p， 


L.) 与 不 可 约 丁 表示 7 等 价 ， 

下 面 我 们 研究 怎样 计算 m... 

命题 215. it(4,H) 是 6 的 二 次 可 积 衣 示 ， 并 有 长 度 为 1 
HAR u e HH 和 he CA(G)， 合 得 


C) | Cn CO, ldr < co, 


(2) =(h)s = n. 
设 = d ou, u), K(x, y) == > Ey), E(TNG) == 


rer 
LoD 路, 其 中 4 一 Dy me, Cos Li) 55 Ge, H) EN. 
j 
(1) WE COS CBE CE SE SE 3€ C, AK EQUI 一 
Ye F 

致 收效 

(2) K(x, y) 是 连续 函数 。 

(3) 洛 P 是 右 下 刚 表 示 ，oe LCG), Wi 


Erl) 一 人 KGs 0e dy, 


xz 


PC) 的 迹 是 
tro( £) = | > £x rx)dz, 
JPG Yer 


(4) eCED a, - 0, 
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(5) ple A LrNG) 8] CT; 的 投射 XB T: H — Lj 
E Cp, x up. H) WRAT. 

(6) iZ le; in =<: =< m,) 是 oCEX D(TANGO) EZEZ A. 
则 Klx, y) 一 Sey (yj. 

(7) G; = {x€ G xyz! = y} B r EGEE, T, E: y 
在 工 中 的 中 心 化 子 。 以 1FrNGrl dd FrAGy 的 测度 ，> 表示 对 

{Y} 
T 的 共 罗 类 求 和 。 则 
me = pl = Xil res | EG Ms. 


iY} 


. G) 只 喜 证 明 对 任意 6 > 0, 存在 的 子 集 S, 使 得 
us Ty) < š 
p= s 
* — UJ z, y € C 都 成 并 .对 假设 给 出 的 h€ C,CGO 3, 4[] zb Hz M, 
使 得 yz, ye G。 有 
ZIACr 'ry)| < M. 


W C1 一 spi. BCA 3 C1, 使 得 
MEGS idx < Ef/ M. 
这 时 ,从 xb) u, 得 
E) = d, Gus 一 d. | AG) GG i 
= | KOsGxou = | MG 53EG)a, 
所 以 
Isa) < | AOTRE) ds 


Ce 
WREE to yot C， 使 在 C1 上 积分 不 为 0、， 则 存在 se C1。 使 
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yo Y la € Ca TE 
Y" € yaC t ECCE oT, 
后 者 是 有 限 集 ,因此 存在 有 限 集 5, 使 得 


»1 gy) 


< | D (y us) ECG) ds < M s e/M = e 
G—C, yer 


(2) 是 (1) 的 直接 推论 。 
(3) 作 计 算 如 下 


p) (x) 一 |. £O) o (xzy)dy 一 G7 e 00dy 


一 | > £y) ) o Cy)dy 


mG \r eT 


一 m K(x, y)oGy)dy. 


为 了 进一步 证 明 ,我 们 需要 几 个 引 理 。 

BII, mR je LG), MJ oC) 是 Hilbert-Schmidt 4X f 
(Sakai [60] p.35), 

WES iz Pi po ;是 LTNG) 的 法 正 交 基 。 找 们 有 


Dei «Dl 


t.j=: 


-> a 1 [KCxy) lo; GO wi dydx, 


HEH te; G0 e;GO T 是 L'CTNG X PNG) 的 法 正 交 集 。 据 Bessel 
不 等 式 可 得 结论 : 
N 


Sue, o) < hs] 


3.42 


nc |KCx, y2l'dxdy. 
Zt 
2 ‘Cp oi, oi)? < co. 口 
338, WR fs he LCG), i= h* l), Ul eCf) 一 eoe) 
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是 迹 类 算 子 (Sakai [60],p.36). 7 
5|38, mE X d o — 有限 测度 空间 ， KiCx, y), Kir, y) 是 
X->X 上 的 可 测 函 数 ,使 得 


iK;(x, y) dedy < 00, i = 1,2, 
*ocLOO, i 
Tio) = | Kv, )e Gy, i= 1,2, 
W T; = LO) — LX). 是 HilberoSchmidi 算 子 ,并 且 
are [. l: Ky, KG, y)dxdy. 


证 。 对 儿 乎 所 有 x 可 以 定义 积分 


| KC, y)oty)dy, 
HTH JH Holder 不 等 式 , 有 


| TE KCE, Joay ax 


=< f. I| KG, Diay Hi 1e» va] dx 


=< 


AE ee oranes eco nas 
所 以 了 ;是 LX) 上 的 有 界 算 子 ， 同 前 面 引 理 一 样 ， 可 以 证 明了 
是 Hilbert-Schmidt 算 子 ， 显 然 ， 


Ttg(x)-— | iG, x) yy. 
fg LX) 中 取 法 三 交 其 d, WU 


Ñ 
tr(T T ,) = lim >` (Tioi, Tio) 
UT iw] 
N 
= ie 2 |, esie] 


t=1 


x || KG. pC)ay]as. 
对 几乎 所 有 x8 
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lim > j: Kis, yed Hh Kit pity dy} 


m | KG, y) KiCy, z)ay. 
另 一 方面 ， 
| > (C ki. Dadah Ki, cd 


i3; 


x (1f. K(y, D ay 1 


f. Kx, y2o;Cy)dy i 


< f iecore] fios ore]. 
用 Schwarz 不 等 式 , 有 

f. Hiis yay) " ffi KiCy, r) nel dx 
< Tras IK,(z, y) dxdy} EU IK:(y» £) l’dzdy} < o. 

所 以 ,应 用 控制 收敛 定理 得 到 
«Crac | | Goo dyes. 

X3, iZ j= fxh, 

OLIM X Goode 


证 . Ge — | K.G, De O0dy, 


IMG 


oC x) 一 | Gs ye Gy. 
ee Gn m |, KG PO dy 
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KG. = Xp |, E DEC yas; 


ZR SEAT A M 5 | FES dH! Ci 
HERT] 证 明 plene. FH Schur 正 交 关系 计算 


d; | Cr Ou, u)(x(y 'x)u, u)dy 


= d| Grows Yo Gus Oy 
= d,Cu, u)Cua us u) = d Ca Cru, u). 
iX FE£ ep E TRU BE , RAE 215G) 下 面 继续 证 出 
2.15, 
(45 uu Pp pE Los pg = olr 则 用 Schur EZ 关系 知 


(oC d) = |, Cp o dy 
= d, |. Co C32 v , $) Crty)u, u)dy = 0, 


所 以 ef) 与 L, 的 元 下 区 到 el)le — 0. 
(5) RIED (E) 是 瑟 到 五 的 子 空 间 Cu 的 投射 v, wt 
H, li] 


(x(i)w,v)-—d, Nero u)x(x)m,v)dx 


= (w, uw), v). 
所 以 a(i)w = Go, udu. 
(6) AX Klr, y) 泽 续 ， 所 以 可 以 设 o; 是 连续 的 。 但 是 ,如 
洒 两 个 有 连续 核 的 积分 算 子 相等 , 则 这 两 个 算 子 的 核查 等。 故 


T 
x 


D re = Klr, y). 


(7) 作 计 算 
m. 一 |。 m P g (z) ei Cx) dx, 
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- | 2. E(x 'Yx)dx 


Nu " 2) D>) s(x '8^!Yóx)dx ( r 一 >; PA) 


rop i 
r 


= JTAG] |. E(x ^7 7x)dx, 口 


人 间 ，zv。 是 G 的 离散 序列 友 示 《8$1.4 Bi). 
Ø = ze Cijz <1}, 
称 纪 ERRAR n RER, 如果 Vy e Tr, H re(7) 中 一 
ja, b . 
2， 即 对 人。 )er, 8 


bs + dye (IET E) = pz), Ve d, 
(bz 十 ye (257 5 pla), Vee 


$3 B R 数 


HA CUBES ro KH R AF EROA R OAE RIT E ER ES ES 
数 的 表示 IET SURG TE EER RO RU TER. 
83.1. Banach 代数 的 表示 

如 此 代数 Ls 1 可 时 亦 是 Banach 空间 ， 而 且 范 数 满足 不 等 式 
layi s llxllüyilo Cx» y € z), WIZ. 为 Banach 代数 。 如果 
复数 域 上 的 Banach (VXX Lez AHAM z => x* ELFE 
tr: 

Ci) Qux + 2y )* = ax* + by*, (a, be ©), 

(ii) (xy)0* = y*x*, 

Gin) (x*)* = x, 

Qv) Wz*] = lixil. 
则 称 .ez 为 水 ~Banach 代数 。 如 果 ee .er WA re> 
ex = re = x, DER. 是 有 单位 元 的 。 本 节 审 ,如 不 加 声明 ， .ex 
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部 是 指 有 单位 元 的 * -Banach 代数 。 
dp H h: Hilbert 空间 ， 则 以 S<“ (HD 记 妃 的 所 有 有 限 算 子 
的 全 体 ， 算 子 4 的 范 数 


[.Al| = sup fiet 


PEL 


v€H, v 0). 


S#(H) 是 -Banach 代数 。 如 果 存 在 代数 同 态 Huy -> S€ (H), 
使 得 : xe. A (Y = (xt), WERD sw Dk 
示 ; 如 果 HG) —0-x-0, 则 称 互 为 忠实 表示 。 

设 刀 有 子 空间 下， 使 得 ze Joy > HOOCHOCH, NRH, 
A H dde T oiu. p ER HURI 0 外 互 没有 其 他 的 闭 不 变 子 空 
8] , RU ER H 25 7 n] #J ff. 

本 节 的 主要 结果 是 :如果 半 -Hanach 代数 有 忠实 的 表示 ， 
则 .ex 有 充分 多 不 可 约 闭 表示。 确切 地 说 ， 就 是 对 .er 中 任意 非 
ú z, 存在 不 可 约 表示 卫 , 使 得 Hx) >= 0, 

命题 3.1， 忆 给 有 剃 位 元 的 * -Banach (IC ZÉ * RR, 
H), iX 

CC) = (4€ S (H)| AH(x) = H(x) A, Vx c ey}. 

WII KTE e cnt. 

证 。 设 H, EHATE, P; H — H, BE IE 22 2:54 , WJ H, 是 
H #J 3E T zB) P e C). 

“<=”, WH, > 0, 是 闭 不 变 子 空间 ,; 则 C (ID = G > P = 
1 = H = H.. 

“=> " 设 耳 不 可 约 , 取 Be COD, XE B 529 B = B, + #B,, 
EH OB, B, 是 Hermite AT., R Bi, Bie C(O). ieii B 
是 Hermite 算 子 。 用 谱 定 理 


B = [4ECO, 


ith EQ)e CCn)， 并 且 1 (EQ), v). 是 单调 非 减 函数 . 
REHE) OR esa, [Bü ici FG) = 0, 
而 1 > A, HE EQ) 1. ike 
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B = EQ) = ul. m 
设 r Ë * RR UL. Ha). ŒX 


H= o2 v B., 3 lel < oh. 


对 reg, (s,.)€ H, 定义 
HCx) Ww) = (H,Cx)o,), 
Wn n. m emt n = Cn, B = oH. 
已 给 .er 的 六 表示 UI, H). i 

RNI) = {v € HITI(x)v = 0, Vx € g}. 
如 采 NOD 一 0， 则 说 吾 是 非 退 化 表示 。 任 何 表示 都 是 非 吉 化 表 
示 与 平凡 表示 的 让 和 : H = MMOL, Huh Mm = Hg. Tr, = 
Hsc. 

我 们 说 两 个 非 退 化 * 表 示 OH), 0, HD) 等 价 ， 如 果 存 在 
PIR T: H— H, fE IPT = TH. 称 两 个 任意 的 * 表示 是 等 
价 的 ， 如 果 它 们 的 非 退 化 部 分 是 等 价 的 ， 

dn ermp* xo GH, H) FE ve H, 使 得 {D(x)vixe 
ex P EHAR ATR, 则 称 世 为 循环 表示 ,为 五 的 循环 向 量 . 

如 命题 1 4， 不 难 证 明 

SER 3.2. 米 淡 示 必 等 价 于 循环 表示 的 直 和 和， LI 

设 1 是 六 代数 ,ey BJ YE 5 2 PE PE Pk. 如 果 Vxe.l. A 
f(x*x) ze 0, 则 称 f AFR. WR 8 是 .oy 的 连续 线性 丽 数 , 若 存 


ER h 和 常数 ais bi 使 得 8 一 D au; K ob] — h EZ 
i= 
ARNT fg. V: 
C0D G) eR a ERRET, 
(d) fg. 
i CC(D = {afla e C}, ME f RA SIT AY SEIETZPR. 


定理 13. (Gelfond-Naimark-Segel) 已 给 有 单位 元 的 Ba- 
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nach [CX a. WKE 

(1) Zn (H, H) 是 .oz px 表示 ， 则 对 任意 ze H, x> 
GH (<)e , v) Z EZ bB. 

(2) 如 时 了 是 .ez Bub. M a AMR RR H TA YÁ 
Hio, Wi fü) = GH(a)e, e), ESA ow. ERR WU 
IREE o, [Ef fx (O'GOv.), Wimmer. 

(3) WE (H,H) 是 .sz DIREA RS, v TI BUSES 
T, JC) = av, v), X Be S€ (H5, IR fÑs(z) = CBtt(x)v, 
v), Xl] 

C (II) —> CC) 
B — fs 
ERA. 

(4) * xx HL BE TRI PU EE 38 VERE NEARER (SERI 
E e MREZA f (a) = (lev, v) 是 不 可 分 解 的 . 

(5) 如 果 了 是 ,exz UA 3 ye E ZZ BR M oer EIS uJ EK R 
(O, H), (fà 1(x) = Ore, v), p€ H, 

iu. (DORRE 

f(x*x)  (HCx*x)v, v) = (xo, H(x)») > 0. 
(2) < 

{= {zc .ey lf(z+*z) = 01 

利用 下 述 不 难 赴 阴 的 等 式 及 不 等 式 : 
/Cy*x) = f(x*y), 
[fy*x) S a*a Cy*y), 
fiCz 4-2) (a! + z)] = Ct), (Qna € D), 

AERE: dà. WERE, I BRIDE. /IOX |I ETN 
函数 : (x Rod, y + 1 = i*a). 不 难 证 明 它 是 .oz l ARN. 
BHO ,gy 1 对 此 内 51 完备 化 所 得 的 Hilbert 空间 . 

对 xe gy IRE ,ey LR f: H(x)(y + I) = zy + I. 
H yE, x = yxy), MH 

fCx*x) = iQ" x*xy) = f(Cxy)" xy) 2 0. 
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所 以 MT 7,05. TX 
Cay 十 D), HGOCy + D) = (zy + Í, zy + D) 
= f((zy)*(ry)) = f,(z xz) x |z *xdf Ce) < luxlfCy y) 
= irl O + P, y + 1). 
#& |nGol < ixl, PHI AE 8 S, 于 是 可 将 五 扩张 为 号 上 的 
4 AEG , 仍 记 为 UG). 令 一 e 士 1， 则 
ax |1 = {Hx)v|x€ or] 
f(x) — f(e*x) — (x 4-1, e 4 1)  (HGOv, v). 
TA G, H) 是 所 求 的 表示 。 
如 果 有 ,ey 的 表示 (U, H') 及 wv'€ H', 使 得 
(H(x)v, v) = (H'l), v), 
以 x*x 代替 x, 得 到 
(Tis), H(x)v) = (Gr'(x)v', IT (x)v'). 
E.e /1 上 定义 的 算 地 
T:H(x)u > I (x)v', 
可 扩张 为 了 ;:H 一 于, 它 是 西 算 了 。 显然 
THG)T (m G0» ) = PE Gs. 
(3) 证 明 分 为 三 个 步骤 ; 


G) BeC(H) = fae C(D. 因为 有 8 一 B 十 1B， 昌 一 


À (B+8*), Bio L (B 一 8*), Bu B, 部 是 Hermite 算 子 , 另 
外 B.B, R| ¿N 29 B, = Bt — B}, B, = B; — Bi, B >o 
6G — 1,25, MAH fi B > 0, PH (Bw, u) > 0, Yn。 因此 

Fg (x*x) = (BACx*z)v, v) = CBIIix)v, H(x)v) 220, 

0 < CBIHG)v,HQDv) x; | BlCIGv, H Gaye) = [BllfCx*x). 

af yi fa 5 || B|] — fa SBX&IEIZER PREA fae CCP. 

Gi) B > j RES. ig e€ COP), NI g= 2 tihi, hi 
ROETEER, foo k, beim n. 所 以 可 假设 8 和 oó!r— e EEZ 
PR. RA H(a) = 0 > fKx*x) = 0 = g(z* x) = 0— g(z*y) = 0, 
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所 以 可 在 (Gv) LSDA C, k) 如 下 - Maw, Myw), = 
g(y*<x). R% 
KB (a)o, T Cy)r),! < grrr pty y) « Uti x)yiCy*y) 
= Pae PEO el, 
GIG v , Ul (y)e), — yv, Mew), 
Gl(x)v + Bv, Dev), = lew, H(z)v), 
+ GG), GO»), | 
v 是 循环 向 量 ， 所 以 可 把 《*,*)。 扩张 为 二 的 内 积 。 按 Riesz 定 
理 , 存 在 Beg H), $18 
(Bu, w) = (n, 1w),,> 
CBI(x)v , I (x)v) = g(x*x) > 0, 
Hy B > 0, WE 
(BII(x)I (35v, H(z)e) = CBII(xy)», H(z)s) 
= g(z*xy) = g((x*z)* y) = (BH (y), I(x* 20v) 
= (H(x) Bli(y)r, HCz)v), 
文 说 明 BH = HB. BD Be CCTD. EG HC(e)H(x)v = Nje 
Nle) = I = g(x) = gCe*x) = CBH(x)», H(e)v) = CB'CY)v, 
vY) = fala), XAAR T RIES ge CO, FE Be COD, fE 
得 fs = g, 
(ii) B =— I(B) E aiti., TUR B, Ce COD, 使 得 fo 一 
fea B) 
(BUCO, MONE) 一 【ICy BI(x)n, v) = (BNC y* xrjv, 9) 
= fs(y*x) = ECy* x) = CCHQOw , H (y)e), 
所 LL B =C. b 
定理 3.3 有 时 被 简称 为 GNS ZA. 
命题 3.4 ,ww 为 有 单位 元 的 *Banach 代数 。 设 0 S z€ J, 
HL EEA, EI f(xta) 9 0. WU EXE ,ez 的 不 可 约 亲 ZR 
也 :使得 H(<) = Q 
证 。 设 Hla) = {xe og at = xY. UU H(. Z) ER R 
上 的 Banach 空间 。 了 是 .or EZR > KHC ER > jE 
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HC) CE. Banach 空间 HC) 的 对 个 空 间 ). WEK = (fl f 
EZ, (e) d). X [he Hla)" "p = dj. 则 天 是 2 的 
HILE, MEA HG» JS*nicmEZ. 
= RER AOT fodhip Wü: (C K BO. 

设 K, = (h € K! tO = supk( r" x). Wapya Pujb. K fE 
Her)" RIARTE, DA Ko AA S CK mm Wanpyan qA), 
我 们 来 证 明 fo ERE DEW: BIER b = 0, khe Ko E b > 0, 
使 得 e= bh — h RIEIZER. mE e= 0, Wh bu xg 


I] p? 
0, J h= La Ur. cel 
> 


b lz 
1 


bfe) — hle)=6— 1, Hl 0< <!, h € Kos P. PILS 


6 一 二 5 十 (1 一 一 ) 高 是 端点 ,这 是 不 可 能 的 , 故 得 到 矛盾 
因此 COO = {ejlef C. 

由 GNS EH, mj AVE ARADA RARE e. 使 得 
hO) = IG», v), W 

l)e P = Claw, H(x)v») = fGx* x) 一 supfi(x™*) 


但 是 lg > 0, lg = gle) = 


frr) >> 0, 


故 有 Hx) = 6. C] 

命题 3.5. ip rr C Banach 代数 ,sz 有 忠实 表示 ， 
则 对 任意 0 关 xs .ez 存在 不 可 约 舟 未 H, 使 得 H (x) >= 0. 

AE. 把 .ez 的 忠实 表示 写 为 循环 表示 的 向 利 ,] 沂 以 ,对 x 去 0， 
有 循环 表示 开 , 使 得 Me) 0. Z 9° gr WJ dA E& Jal P, HM 
KG) = (P Cee, o), W f(x*x) 20, f£ E, — 故 从 命题 
3.4 u| An SroKR IU Ro "ETE. 口 
s 3.2， 群 代数 

设 0 是 局 部 竖 结 扑 群 。 在 G 上 固定 正 不 变 Haar WE., EX 
在 G 上 的 复 人 可 测 函 数 所 生成 的 线性 空间 记 为 L《G)， 对 fe 
L'(G), WIERK 
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^ 


ifl = | Afr) idx. 
对 此 范 数 LCG) 是 Banach Z. E f, g€ L(G), 可 定义 卷 积 
xg) 一 | TOOTE = | JODA, 
不 难 证 明 以 下 性 质 : 

G) fl 2 0, llf — 0f -— 9, 

Q2) fif + ell < (fll + iell 

(3) lfl = ieilifi, «e C, 

(4) lif * ell < Hillel 
Bro DRIERORSARGE LL. L'CG) 是 C 上 的 线性 结合 代数 。 而 且 对 
范 数 上 .| 是 完备 的 。LCG) 是 Banach 代数 。 我 们 将 让 明 这 个 让 
GG 所 决定 的 群 代数 的 表 冰 与 G 的 表示 有 1-1 对 应 关系 。 

对 fe L(G), E% f* 如 下 : f) = (GC DAQcO), 3 rh 
Ai GiMEKE. WieLQ,JtBSurmEmR =j 
G+ et = f* 4 of)* — af Cae Cy, kg)" = g*xf*. 
现 我 们 只 证 明 最 后 一 项 


(f * g)*(<) = P g(x DA 1) = |I G0 20737 A dy 
= | KIDADA dy 
= | "CGO Ddy = G* x "G. 


所 以 LICG) 4 *-Banach 代数 。 

X AREA ME CELA ARES SHORE my os € A, 存在 me 4 使 
f$ em X as, e 5 0), 1:14 5 C, 我们 说 limi(a) — a, X Vs > 
0, Io é 4, ÈR o cm m |fa) — al < s. BGR (LG) 
为 近似 单位 ,如 宁 Vfe L'CG), A limlfss, — fi = 0, 
wi lin: fu, kf — j! 0, 

$836. L(G) 有 近似 单位 ， 

WE. V {Najac A) 是 6G 的 单位 元 的 一 个 紧邻 域 基 。 设 
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aSa, XPNaCNe. WAERN ws, [dif supple) Ne, 
| e G)dx 一 1。 则 对 fe LICG), RY 


iG) 一 | fu ly)dy, 
所 以 ， 
jut fe | | oD) — fe | ds 


m |. |l. aly) L O x) 一 i=) My ds 
< ANO lfCy!x) — fo) lldydx 


= | i, — fl o04y = |, Uf, — Haeo dy, 

其 中 

f,Qx) = Jy x), 
现 来 证 明 G 一 L(G), y —— f, 是 连续 喘 射 。 已 给 se > 0， 存 在 
g€ CCG), 局 得 llf — zg; < s, AA g 一致 连续 ,所 以 存在 单位 
TRIBIN ,使 得 yy € N. 这 样 leyg, <e TÆN yy € 
N, A 

lf, — f,l sc sí, gt gy — ll 

+ iig, — ,| < 38. 
所 以 lm jf, — fi = 0. 可取 m， 使 得 amm, ye N. => llf, — 
fli <=, +E 

ie * f — fll < s |n dy = 6, 
因为 iN. 亦 直 单位 区 < 的 一 个 紧邻 咸 基 ， 而 且 suppa 

Na's wi 220, jua jud = —1. 这样 

luz * f — fll — 0, 


于 是 
[f x, — f = Or — D*u d x))* — f*ll 
= | j" — i*i 0, O: 
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iH Hilbert Zij, Z(H) HH WARA TR K-t 
KAR LG) — S#(H) 为 LCG) EHHH RR, MR: 
nf + g) = nCf) + Ce), Maf) = ani(f), 
OCE g) = H!(f) nC, BOH = nd", 
其 中 ae C, n(D* 是 算 子 NIG mts mr. 3x NIY = {ve 
H|H(fe = 0, Vfe L(G). # 91) = 0, KAR I ATER 
化 表示 。 
引 理 3.7. i H;L'(G)— Z(H) WIEBE + RR DJ H E 
d {rje L(G), ve H) 所 生成 的 闭 子 空间 ， 则 可 = H. 
证 . id HË = Ho 因为 NOK) 一 (gx 水 Dz， 所 以 
H(L'(G))H,€H,. 因此 HCL'C(G))H;C H,. W z € Hi, WJ HI(fvE€ 
HNH, = {0}, vie LICG). A ve NID, 可 见 H= 0, HH 
H =H, 口 
引 理 3.8. i, ge L'(CG), x€ G, M) Ca,D* f, = g* * f. 
ÜE, 


(g,)* * OD 一 RG fa (zy dz = | Bez DACz Cey dz 


( 


一 jg. flay dz 一 gGofGaods 
= |eCOfG7yMs = G** DG). a 
引 理 39. LC) > Z(H) Eck dm, X HO = 0 
则 对 一 切 xze G, 有 3i now = 0, B 
= (Kum D ndo ) = 33 Gon, nie) 
一 EG. s) — 21 OCIO, * (0n, 9) 


= (E Gv D D 
í i 


定理 43.10。 G 是 局 部 紧 群 。 M 记 G 的 连续 不 可 约 丁 表示 
— E ZW 
所 组 成 的 集合 。 以 ECG) ig LCG) 的 非 退 化 不 可 约 * 表示 所 组 
成 的 集合 则 存在 单 . 满 映射 De CG): n, Ei: E fe 
LG), Ri n(D — (LfGosGods: # z€ G, fe LCG), WI 
aM = n. — 
É. Mee B, TUE i i(x)r(xjvdx 看 成 向 电信 函数 的 


Bochner 积分 , 见 Hille-Phillips, [27], (3.7.3). 

证 . (1) C% (a, H)e Ġ, ME s, e€ H, W z — (xxn, 
v》 是 连续 ， 而 日 x) 是 西 算 子 = dns v)| < dwlleü. dx 
xr je LG), § 


[ea < xz(x)t#, > dx =< oo, 


对 固定 的 j Cu, v) i | fGO (GO, vdt 是 有 上 的 有 界 双 线性 
ZA KRAJ 


ico < aleu, v > žal « Vlll let. 


由 Riez Xm, FEET HOD, B IEI <s Ii B. 
Vz, vt H, 


9 


《Ca v) = Gta, vodx. 


显然 fir nO) 是 线性 吴 射 ， 是 连 续 的 ， 
nC a) = [Ix Caled = ||iGOeCy ta dyds 


- ioo Í leG7t2 7504s] dy = CTC, 


(Cf, 0) = [GO G GO vod 


= [FAG ru, vods 


^ 


- |f/G 108, oA da 
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一 TER Cxx Tv uy A(Qx dx = KO n (x)v, u)dx 

- CUC Ye, u) = (H(f)*a, v). 
由 uG = CO， 所 以 fe nOD 是 L'(G) 的 x* 表示 。 X 
Vie L'(G), H(f)v — 0, Wj 


0 = (1(fw,ub— JG) (Gov, u)dz, 


d xt lalaway 几乎 处 处 为 0， 所 以 alee = 0, RD e = 0. 
XESS Y H EE EB t. HIET LAM «e G npa ne L(G), R EB 
公式 

uc = |rGo=(a)4x 
决定 ， 

(2) 已 给 He L(G), DAL HO in {rif E LICG), > € H) E 
成 的 子 空 间 。 出 引 理 3.9, 对 z€ G， 可 以 定义 z=(z):H  — H. A 
T: 

«c 23 nas) = DAC 


同时 从 引 理 3.9 的 证 有 明 可 见 z(x)* = =G) '. PTA ntx) 可 以 扩 - 
KE H,= H, ja, = (f). => n(xY) = a(x)nQy).. M *Banach fS 
XC x XE Dg» sif. Ju E G — LG»), xc 
xk x BL z JE EE. 
(3) E «€ 6, iu CD ORARE 1, D — e€ G, Mj 
n GIG) = a) | fo)zvy)2y 一 JfoDaGondy 


= | iG) Gy — |fe aldy 
= If.) = eG). 
因为 {Mvi E LCG), z€ HY ER H BJ 88 ur T x el. BETA 
z(x) = elx), 
ZUM AM 
(D De LCG), WARAY H — xz, x 一 BeLWXG) 固定 
w, r€ H, WJ J— (G), v) d& LG) LAAR REZA, Bi 
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以 函数 Que L"(G), 使 得 
Gu, v) = | f629.., Gay, 
TE Vf, ge L'(G), 有 


, "i 


BICE) = M G)s GOnGOde = (Fle, da 


= Jaya, coo Wayar = [20094 


= HCfx* g) = H(f)I( e). 

因为 (n(se)w) A:ERLHARSSE T ZH. BO) |= n. 

(5) "uic UL, = £F rE FEAE, BrUA RD 
29 < 了 不 可 约 。 L! 

注 ， 有 时 厅 区 分 定理 中 的 =, H, 所 以 DCP) di 15029 2D). 

Bl. i (4, LG) 是 局 部 紧 群 G 的 左 正则 表示 . 即 对 x &€ G, 
je LG), ADOD = IG y), UE x >< e, B fe CAG), 使 
得 f(x) = fle), WA fe LCG), (fi 10 = f; >< f = XCePf, 
因此 :对 x39 e, AC) >< ¿CÇe), 

与 1 对 应 的 L'UG) BRA RS fa. TEVERE 


ACD go 一 | io Da Guy 


= \ fay za = f*g(x). 


我 们 进一步 让 朋 : AJE LG) 的 忠实 表 坟 。 AFE LCG M: 
得 AQ) 一 0。 划 对 任意 的 g, hé LCG), 


0 = (ACA) = | fG)G GO. hdx, 
因为 zx 3e e, BRL 4(x) e D, GERS). 故 连 续 函 数组 { 一 
C Gs, 421g, ^ € LCG) EGRE ZZ. 这 就 是 说 ， XP xc y, 
使 有 gsh, (Bid Olas h) > (1608, ID. 1820 1 n) FB 8 2 
支 集 天 的 连续 通 数 L'-GL. 机 在 KK 上 连续 加 数 可 用 x > Za, X 
(i(x)8;, hO -一 致 逼近 《Stone-Weierstrass 定理 )， 所 以 lla 
0 TEWE AQ) = 0 = J - 0, 
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EM 3.11. (Gelfand-Raikov) WR C ERREI hE, r% 
ce ， 则 存在 不 可 约 西 表示 z, E «a >= I. 

证 .把 L'CG) 扩张 为 有 单位 的 * Banach 代数 ， 然 后 用 上 段 
的 结果 。 在 Z = CPLG) HI ARA: 

(a8 + f)(68 + z) = (ab)8 + (az + bt + fx p>. 
B| A 33328: JlJa8+fl = alal +f M A AAGE * Banach 
代数 。 LG) 是 Z 的 极 大 水 理想 。 dE LCG) BRRIP A 
R 的 表示 WT: 
Üla + P) = al + OCH) 

i Eda ER. 反 过 来 从 R 的 表示 站 可 得 L'CGO 的 表示 N= 
flue. ERTA MD DG 一 > 下 下 ， 不 可 约 表示 、 循 环 表 示 及 忠实 
表示 都 相对 应 。 

G 的 堪 正 则 表示 4 所 决定 的 L(G) 的 表示 A 是 忠实 表示 , 所 
以 Se 有 忠实 表示 À. wR, A UAR] Jk 表示 与 G 的 不 可 
欧西 表示 相对 应 。 由 命题 3.5 [AD], M 0 六 fe LG), FEGH 
Auf HAIR, fH, 

对 给 定 的 xz 关 ce， 取 geC:(G)， 使 得 g(x) >= g(e), MN 
Ag œ g, RI fm alge agn HR (OH, H), ff n(f)oe 
0, BFE e€ H, fbi Ner >e 0. FjjE H(zg)e >= H(2 (z) g)>e = 
z(x)H(g)v, FH mx) >= 1. oO 


$4. Plancherel Œ% E 


. È Banach 代数 。 在 a = Cepa 中 引入 加 法 : 
(ae + x) + (be + y) == (a + b)e + (x+y); Wik: Cae--x) X 
(be + y) = (ab)e + (bx + ay + xy); 对 合 : Caer)" = ae 十 
x*i 范 数 : llae + x = lal + xl. UJ. fE* Banach 代数 ,ey 
Roo 0992 2 k ERO. .er 的 元 x 的 谱 是 

Seu) = {a € C|x — ae XE a rho np). 
z 的 谱 半 算是 
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olx) = sup(lalla € Se z). 
可 以 证 明 (Rudin (581, Thm,10.13), eC) < lel 和 


1 
用 


p(x) = lim!lx"l|", 


命题 AA. 设 (H.H) 是 * Banach (VE. er 的 表示 ， 则 对 x € 
ez， 有 MIC)! < ijel. 

证 。 如 果 48 ZH), 满足 A= 人， 则 1 = A Al = 
LA, BEER 1429277 = Al FENERE A) = lal 

因为 互 是 代数 同 态 , 所 以 显然 有 : 对 rer, € S» uu (z)S 
Se (x), d o) < p(x)。 于 是 可 作 计 算 . 

ne) = meta) = pCH Cx*x)) < det xl 
< hel hel = le. n 

称 * Banach 代数 为 C* 代数 。 如 果 对 xE or， 有 lx 一 
lt x ll 

* Banach 代数 ,sx 的 + 表示 全 体 记 作 Repl). % xe. 
He Repl), BA IE < 和 jxil。 故 可 以 定义 


lel = sup f(x). 
A € Repl 


在 VH) 中 有 等 式 Cete) = C, A le*r = xl. 
dn. Z 8 S3: ERR H, H] x >= 0 = H(x) >= 0 = lel 5e 0, AA 
TE. DER, Roa 对 此 范 数 的 完备 化 客 为 .oz Ilt 
C* (CBE, INA uar 是 E YOUR TUR HEDI Lez 和 SE. 的 非 退 化 不 
Uf 25 82k AV, 1-1 对 应 。 

GEEA pA TE, Uj * Banach 代数 L(G) BEKR 
示 : gnt—dkxg. H LCG) 的 包 络 C* 代数 为 G 的 C* 代数 。 并 
记 之 为 C*CG)，G WpRsp£ggy mos 5 C*CG) 的 非 退 化 不 可 约 表 
示 成 1-1 对 应 。 

Hx. H) 是 局 部 紧 群 的 本 表示 , 包含 a《G) 的 最 小 弱 闭 自 
华 了 .代数 称 为 2 (G) 于 生成 的 W 代数 , 记 它 为 W*(GCGD). 

设 吾 为 Hilbert ZE, UZAN U ERATE. 
L (H) 的 弱 折 了 扑 是 这 样 定义 的 : 网 4. 0 JR (Qu v2 0, 
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Ve, oe H, iE 529 Z(H) 的 子 集 , 以 W*(S) 06% s RUIN 
弱 闭 自 伴 子 代数 ( 见 Sakai [60], 1116.7, 24984 (411, L.3.10 及 
43.5), QS = (B e V (H)| BA AB,NVA€ S), i AES, X 
AW AU. G) A= 4* (S), GO 存在 自 伴 Be S# (HD, 
使 得 4 = 及， 旭 我 们 称 42-0. id St —4dAecs|A 0. 

刀 果 对 局 评 紧 折 扑 群 G 的 任意 一 个 连续 中 表示 《zx H) 都 存 
在 Hilbert 空间 97 & L) 的 强 闭 月 伴 子 代数 P, 使 得 
SCC sl CX) 是 交换 代数 及 W*GGG)) (C (DD 5 % IBS, 
3&8 G 39g I SUC L Diximier [14], 13.9.4), 

心 为 岗 部 紧 折 扑 群 ， 它 的 不 可 约 连 续 丁 表示 等 价 类 的 全 体 记 
39 G CDI, Diximier [14], 13.1.4, 18.1.1), ZB G R Z H, DUE x € 
G 是 可 迹 的 ( 见 Diximier [141，6.7.5)， 这 时 我 们 也 记 z* 的 等 价 
类 为 上。 着 RHE Hilbert BEH E, tv.) J& H BE E BOR, 
x€ G, W nG) HÈ 


tr(z(x)) = > (avs, va) 


(ll, Sakai [60]. 81.15, Diximier [14), A30), “JEER 
定理 42。 设 GE 为 上 型 么 异 可 分 局 部 紧 拓 扑 群 ， 则 G 有 唯一 
测度 Hs 使 得 : Yj, g€ L'(G) N L(G), 有 


| GO lax = | T GO CO QD. D 
RIRA CEEP AGRI Plancherei WE. XERRI 
IFEI Diximier [14], 18.8.1, 18.8.2, EHN 5 HS SERE 
44d Diximier tus gjak sdi, RERBA 38 8 B 
á Dies Juk LAS ul EZ h e apuru. 下面 我 们 只 简 覆 计 介 绍 Di- 
ximier POERI, 地 的 让 明寺 不 构造 出 上 C4 G XE 081293 BERT. # 
Bi diarish-Chandra wiii aA). 
从 CO) IA Is 
0, O>] fer GO, 
构造 C'QG) Biss, 我 们 用 Murray 与 Von Neumann 所 创立 


-了 7T : 


的 约 化 理论 把 C 写成 家 积分 解 便 得 所 求 的 定型 。 
M. 为 C Led e POR Eo LAWARA < => r* 
及 内 积 (*j O ;使 . Z 为 Hausdorff H Hilbert 空间 。 设 以 下 条 件 
MM: i 
(i) Cely) = Cy* IK) Vz, ye o; 
Qi) (xy12) = (ylz"z), Vas yo x€ o; 
(ii) Yre a. BH. — 2x. yl— xy 连续 ; 
(Qv) 集合 ixylx€ .oz y € et} 所 生成 的 线性 空间 是 .er 的 
HETE. 
这 时 ,我们 称 .ex 为 Hilbert 代数 (Diximier [13], L5.1), 
. AN R C: | 的 完备 化 所 得 空间 记 为 € LX zc or ,以 vs id: 
e — a YE yx. 
设 a€ 26, n 
ax ES, x L—9 u, = ax 
EEZ, We RAER. 我 们 以 U ZZ — € ink Bl s ag 
连续 扩张 , 即 对 rEg, UU.) ax, WE 
ex^ 一 《ak X qa 是 有 界 元 }. 
Bü er 是 Hilbert 代数 .az AETR, DAL ZZ = 4 (ay) 
id LCE) 的 子 代数 W*C(U, lace art}, SE E (U.jae 
C AR Ib SET EL PE E EGRE , 则 
ax ^ :a>U, 
是 单 射 《Piximier [13], 15.2), 9d Se 2 *, Vk 
"T ies EH ae .er 使得 st = U, 
+o, H, 
则 te: *I—[0, col 有 下 列 性 质 : 
G) $S, T € Y => u,(ŠS + T) = LUC) + (CT); 
(ii) Sé 7 *, ¿é [0, +co] > (28) = i. (85 (约定 : 
0,4-20 = 0); 
(ii) Se Ut, Uc 9 , UU* = U*U = | > tQUSU 1)= 
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t.e CS). 
这 就 是 说 过 是 + 的 迹 (Diximier [13], 1.61, 1.6.2), y 
用 配 极 变换 舍得 
tal UŽU.) = (alb), a, 5€ g’. 

H G R WAR OBR E, e, 是 在 G 的 单位 元 
的 Dirac 测度 ,; 即 对 !€ CG), &CD = fCe). X fo g£ CKG), 
有 内 积 

GID = eetk = | Oar, 


其 中 gle) = gCx 1), 不 难 证 明 {C.G), C- | H& Hilbert 代 
XX (Diximier [14], 13.10.1, 17.2.1, 17.2.2, 17.2.5). Ce(G) 
对 (| 的 完备 化 是 LCG). U HCG) ie (CKG), REX G FJ 
Hilbert 代数 。 可 以 证 明 ;, 对 ae H(G), EK xe L'(G) 有 U,x= 
a*x(Diximier 【14]，13.10.3)。 HCG) 是 C*(G) 的 双边 理想 。 
对 ze C*(G), XER U.:H(G) — H(G), at—9 za 可 以 扩张 
为 V (L(G) 的 元 ， 并 且 U,e 97 = 97 (H(G)) (Diximier 
[14], 6.2.3). xXfÉXIzec*(G)', im 
(x) = tae (Us) 

(Diximier 【1416.4.2)。 由 集合 (z€ C(O |1() < 十 co Brie 
成 的 线性 空间 记 为 mt， 则 可 以 证 明 

(i C* (G)* — [0, 4-00] 
是 C*(G) 的 下 半 连 续 迹 , JEE. 9X, 是 C*(G) 的 黎 密 子 集 ， 这 时 
对 feL'(G)nr(G), # 


«Fh f) = Uf) — (D = | IGO Pas. 
定理 4.3. jz. Z 是 了 型 可 分 C* 代数 , ,op Riu 的 非 退 化 
不 可 约 表 示 的 等 价 类 的 全 体 ， 若 
t.e — (0, 十 co] 


是 .er 的 下 半 连 续 迹 ， 并 日 M, 是 .ez 的 稠密 子 集 。 Nj.e? 有 唯 
-ENE u, Efire, 
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ies | un GO da CO 


(Diximier [14], 8.8.5, 8.8.6), c 

E25 G5 C*(G) 有 1-I 对 应 的 关系 。 所 以 对 上 面 所 松 造 的 
z:C*(G>t— [0, +0] 应 用 定理 4.3， 我 们 便 立 刻 得 到 六 求 的 关 
T Plancherel 测度 的 存在 定理 ， 

习 Eni 

l. KES EM JS (z, V), ZEV 中 找 这 样 的 子 空 间 组 {7.,}， 
其 中 ， 若 a >= 8, MU, E V, EZE 了, 是 了 的 有 限 维 不 变 子 空 
Hl. 用 Zorn 引 理 ， 可 知 存在 一 个 极 大 组 。 设 五 为 这 一 组 子 空间 
的 和 的 六 包 ， 芳 存在 0 ve Ut+， 取 单位 元 开 邻 域 N， 记 入 的 特 
征 函 数 为 Pw, 证 明 zx(Injve Ut, HEEN alne >e 0, FH 
Peter- Weyl 定理 选取 函数 上 是 有 限 维 不 可 约 西 表 示 的 和 拖 阵 系数 
的 线性 组 合 ,使 得 is 一 hl, < e h ,< Lan wt 


HEBA [hv > dao! > 0。 在 LCG) d ES 
不 变 子 空间 8$， 使 得 heS, 设 太 5。 是 3 的 基 。 利用 等 式 
=(CDa( 人 De = ÈA) lavde, WERI Cahe 是 ”的 有 限 维 不 
恋 子 空 抽 l， 这 与 忌 的 定义 相 了 矛盾 。 几 此 说明 : BREDT AREA 
眼 维 不 可 约 丰 变 于 空间 的 不 交 和 |. 

2. pd a, b, IG OSA CERE EIC 1, ¿a + Ab 部 是 实数 。 证 
Hj a= b. ifl OMO T. Z pR, WERK jCy*x) = f(x*y) 和 
(fOr) < s xy. 又 设 了 是 右 单 位 元 = 的 * Banach fX 
BRIA JA FIH 了 是 连续 和 Uf = Ce). 

3. Z -— (ze dz c1), G = SU(1, 1) 的 元 是 

sa b j 

m EL Ec ud 

设 
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ei? 0 
0 e! 


K — (ge G|z(0) — 0) = {( 
Ci) EB G/K 5 2 Ak; 


J 0« 0 < 24]. 


GD € &—(^ 5), W 8(8) 一 4, VER: 如 果 gC0) 一 
z, W jale)? — po isi? 
Gii) 证 明 
2 _ dxd 
1 


+ ył 
(iv) 设 (x, E a) JE: G BJESERFESIXCR, n< vl. ik. 
中 取 元 Pos p (z) = 1, Yz. IERS 


(ps qo) 一 一 ES pCO), pe ,, 
Cale Jop) — — —— 4t, 


fa (xa Epos po) ldg = (— 


= 3 
n 十 r) ! 
(v) 证 明 ; x 是 二 次 可 积 ，x 的 形式 次 数 是 -ztl 


4. 称 局 部 紧 么 模 拓 扑 群 的 西 表示 (z, H) 为 CCR， 如 果 
vje C,CG), =(f) 是 紧 算 子 。 证 明 : 如 果 (x, H) 是 CCR， 则 
(x, H) 一 @(x;, Hi), Hr =, £: G BR VIZ XR, 且 对 任意 固 
EEY H: 共有 有 限 个 了 使 得 Cus H:i) 与 Qui, Hi) 等 价 CWallach 
178] 2.7.4, Auslander & Moore[2]). 

5. 设 日 是 局 部 紧 群 6G 的 闭 子 样 , Ac 是 G 对 右 不 变 Haar 测度 
dx 的 模 函 数 , 即 

|ie jdr = Ass) KOL 
8 是 HAC WAERME EU REE RRS, BRN 


(Qa) = A D), z€ G, y€ H, 
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Wr 是 五 在 局 部 凸 拓扑 空间 了 的 表示 ，+ 是 取 值 在 V 的 有 紧 支 集 
modH 的 连续 函数 , 旦 满足 以 下 条 件 : 


yx) = (5 ) (y)f(z> x€ G, » € H, 


对 这 种 f 引进 右 平 移 表 示 : 
PGi) = FC), 


uEBE e Et G 的 表示 。 
6. 设 互 是 局 部 紧 群 G 的 闭 子 群 ,5 决定 G/H 上 的 拟 不 变 测 度 
di, (T, V) REH RUJES oh. HERZ GIV 上 引进 等 价 关 系 ~ 
如 下 : 
(x, v) ~ (xy, EO ry Dv), y€ H, 
以 G XV 记 这 个 等 价 关系 决定 的 商 空 间 。?:G XV — G/H 是 
对 第 一 个 坐标 的 投射 。 称 映射 :: G/H  G x V 为 截面 ， 如 果 


Ps = J4。 以 T 记 有 紧 支 集 的 截面 的 全 体 ,在 IT。 上 引入 内 积 : 


ss 5) s Hug OD» Ct) idà, 
AB (rs Ea E p Ga 中 的 内 积 : 
(x, n), Cx, v1)2s e 8x) Qni, ti)v. 
r, 89554 (21029 L'CG X V). ERRESA GEH =: 
n(xy)s(zH) = x, * slx H), 

G) 证 明 : (z, L(G x V)) 是 G 的 丁 表 示 《Waljach [76] 
2.4.6); 

(i) PRE + EE AB BRE OE H) = (x, f(x)), EH T: 
:| 一 > 了 是 7 与 诱导 表 小 indir 的 缠 结算 于 

7. 设 6G 一 30(3), K = 50(2), S E R: hpt tr [Bi 

Gi) WEH G/K 55 SIAM. Vx P, £ n ix Legendre 多 项 式 , 即 


ply 
P.C cos r) = F (cosr + isin r cos u "du; 
m 29 


Gi) DL oi2(0, 0,1), pe sS, d(O, p) RED, i 
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pp) = P.Ceos(aCo, p))). 
WES: ERI USD p 98 JE RAD EE: 


j wekD = PCPA), Vi hc G. 


8. 设 U, 2) nME, A) 是 标签 为 t= (h.c. f.) 的 西 表 
示 , 其 中 是 整数 ， BE hèh z fas A NCD 3& A; 的 阶 。 
H U = U,, 4 
AU) = Ca QU)), 1S i ; =< NC), 
则 设 


eiU) = [E ai QU), 


其 中 < 一 | 5 EU, WAER. 
G) 证 明 (oii) 是 法 正 交 系 ， 并 且 0。 上 任 一 连续 函数 可 用 
ieu; 的 线性 组 合欢 近 ， 
设 
WU) = QUUD, 1 <, i < NO), UEUn 
Rİ U, EBUSITALAHE s, di 
CGD = |, CQ P. 
则 * 的 Fourier 级 数 六 
2) uCC Ge QU)», 


其 中 tr 是 迹 , 上 表 转 置 ,这 个 级 数 的 Abel 平均 是 
23 CCNL F), 


其 中 


Sa IÍ 《1 一 rè)” trA (V) 5. 
gue TIO PE NO P: 


(i) 证 明 西 群 上 的 连续 函数 的 Fourier 级 数 必 Abel 收 敏 于 
"BECTZBI21, 5.12,38541538]1, 1.3), 
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9. f V, — C R SU(2) BISERUEGR, V. EDI z, e; 20 356095 
次 数 为 = 的 齐 次 多 项 式 组 成 ， 它 以 (Pan. z) = str? tl 0 < 
rend dip om ab Ls Pe ug C Ne $UC2), 
e d 
e = (zi, 22), z£ = (az, + cz;, bz + dz). 则 
《i》 证 明 以 下 公式 定义 SU(2) (EV, LARR: 
(gP)(=) = P(zg). 


对 ae U0), Ba c(^ ^) xoeR i 


dud es 
ke cos8 /' 


sin 9 
Gi) WR Y, 的 自 向 配 4 与 50(2) 的 作用 交换 , 则 e, P, 一 
et AP}, Br UJ. T£ YE ce € C, A AP, = c,P, K Rs AP, = 
>; (,) costgsine tc, P ,, 两 以 Am Cin 于 是 可 作 结 论 : 


k 


V, 是 SU) 的 不 可 约 表示 。 设 
e" 0 
eC) EE 的 £s 

多 一 1 连续 f.SU(Q2) — Cl Vee GLC2,€), f(gxg 15 = f(x) 对 
所 有 re SUC2) Spur), 

(ii) EUH V, 的 特征 标 %, 在 elz) 取信 为 Sl et, Bu) 
Ut) 在 多 内 一 致 稠密， 

Gv) 利用 特征 标的 正 交 关系 证 明 : SUC) 的 任意 一 个 不 可 
约 丁 表示 必 同 构 于 一 个 下。; 

(v) 证 有 明 Clebsch-Gordan 公式 : 

VRV: = (DV... g= min(t, D. 

10. G 是 紧 拓扑 群 。 # JL = LCG) 上 ， 取 G 的 右 正 则 表示 e. 

G) 设 了 是 工 的 有 限 维 不 变 子 空间 。 取 fc VF, 证明 存 在 4€ 
EndV ， 使 得 对 x€ G 有 f(x) = tr( Ap); 
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Gi) WE (z, V.) 是 G 的 有 限 维 木 可 约 表示 。 对 A € EndV,, 
设 Tax) 一 tr(4n(xz))。 证 明 工 的 象 集 是 工 内 与 等 价 的 表示 的 
直 和 ,并 且 T.EndV,— ImT 是 G- 同 构 ; 
Gii) 证 明 : 工 是 代数 直 和 CD 了 *BY7。( 其 中 CD 是 对 所 有 
不 可 约 表 示 求 和 ) 的 闭 包 (在 V FIG (ejl, WA F Z DE: 
EndV — V*QV, A> $ee, 
V*@V — Endy, uv ix Cw > (wv), 
定义 同 构 z:V*@ V = Endr); 
(iv) W u€V*, e€ V — V. x€ G, W F nesl t) (nx 
《x)v)， 证 明 下 图 交换 : 


V*GV 
T/ Mg 


£ `x 
EndV ——ImT 
(v) #E V*@V 上 定义 G x G 的 表示 "Xr 如 下 : 
n” K alx, y) uDU) = n" (x)u&x lyw. E ImT 上 取 GXG 的 表示 : 
A X p) x, 3D G2 = fGae zy). FUB 
F Sua, O) = AGO ues Cy), 
F aseo) = pex) uuu Q2, 
uFHHa* Xx 与 1 Xp 等 价 。 
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第 五 章 L2(TAG) 


本 章 讨论 L'OLQ.ZASLO,R)) 的 右 正则 表示 的 谱 分 解 . 
读者 可 以 把 本 章 看 作 一 个 长 的 例子 。 ULL! 表 尖 形式 所 生成 的 子 
ZECE FI $ D, A CL? 去 "天 的 正 交 补 ， 则 在 "二 了 上 有 如 
Peter- Weyl FERJER BI "天 可 以 分 解 为 不 可 约 子 空间 的 直 和 ， 
m CLD MTU RE Eisenstein 级 数 的 连续 和 ， 

Adh, C= SL(2,8), P= sL(2,Z), K = S0(2), N= 
[ë J |z € R}, A = i d € e. EG LIE sg haar dj 
度 dg, ÆT EIN Haar 测度 ,使 得 每 点 测度 是 1, 在 PNG LRG 
REWE. 


$1. RÉA 


FRU FRIR ARNE TE 


l ON mus 0 1 0 
(. NEL uM RES. |) 
定义 1.1. EB LUNG) 上 满足 下 列 条 件 的 有 界 连 续 沙 
# J 生成 的 子 空间 : 


«e Ql. 


King)dn = 0, 


IONAN- 
其 中 为 任 一 尖 性 子 群 ,& 为 G 中 任意 一 个 元 素 。 记 这 子 空间 的 
闭 包 为 "LICFNG) ,其中 的 元 长 称 为 尖 形 式 ， 
GvJ.3fER'BgH T SX (a.b,c,d)€ Rt, ad — bc = 1}, 
所 以 ，G BdRCESPOHUATÉ. GLER ENEY TREK 
ZRI CCG). M 
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pv tet 


(° "je G 
g c d y 


r€ b = {z = x + yí € Cly > 0), 


定义 
„Zt 
g(z) SRE 
NUT ET E E 
GÍK — B: gK > gli), 


x 


I 
na>»: (, zs A) e yis 


于 是 有 Iwasawa 分 解 : G= NAK. 对 任意 gt€ G, 有 8 —n(g) x 
a(g)&Cg), Ei nCg)e N. a(g)e A, &(g)e K. mR a(g) = 


4 
"a 


E 
Jit] 12 (g))— 
(a Vs 则 设 eC) = y. 
设 
[ 1 1 
E earn ce Ree ccs Tel 21i 
U tre bls = 1, 0x Res < +J 
u(2)- (5 | -1«.«1. 
2. NO 1 2 2 
y 0 
4 — | | map 
Ce) K 2) y 


"Um 
S ; > }x. 


EE XU T/h5— 名， 所 以 G = re. ÉEORNIUBSETSÁ 
S(O, 1) = G ACK m 为 Siegel 8), MAR 


人 
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BIA, ae A => aa^! ARNUEKTS;,.EK g€ e(g, t>, 即 g 'a(g) 
属于 紧 集 (2) to C OK, HE, WREE z e SCO, D 及 4 
SETA 0,, HJ g EROK., FE, (zy g ATEX. 

BRE pe L'(R) 的 Fourier 变换 是 

eo) - (" playeras, 
518 1.1. 用 fe CrCG)》 定义 
1 
fae (z) — que Dr) 其 中 r€ R, gs € G. 
sP N JS T. OQ, ARTEO, 则 对 任何 正 整数 m, FER 
数 C, (e. £ g€ e(o, z), g € Qa(g)Q K, 就 有 
le D! < Co(a(g)7 "| yl "=, 


证 。 作 计算 
mep (C Jejere 
E B f (eae) (. EUM a7) porq. 


= p(a(g)Y E f (z aC) ( U : ) aC)" ) 


x eniro sly gy. 
因为 g'al) K a(g) g 分 别 属 于 紧 集 ,而 三 有 紧 支 集 ， 所 以 用 
分 部 积分 六 次 便 有 


MIGO OCON ena 
— Criolal e} |” E (gace) 
TOO CON A aa " 
定理 1.2. 已 给 pe C2(G)。 存在 常数 Co 使得。 如 果 f € 
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"LING, Hü 
sup I. Gs) Gg < Califia 
i. B. 
Í. Keg Jelg’ )dg = | fGOoG ag! 


一 n D oleng Mfg dg , 
NG sC Tu 


其 中 r= nnr = (7 Jyanez. X x€ R, ig 


1 x : 
ipe a! (x) = e (e^ ( MN )z). 

FE Poisson 求 科 公式 
219, (m) = 21 Parl), 

其 中 有 Fourier 变换 


Perm) = A pgp CX)e mdy, 


iz 
Klg, gr) 一 > plg Ing"). 
则 
Keg g) 一 2. Pern), 
而 且 
| Keg og )dg' — js KeCgg Jile )dg'. 
计算 


nee Pae COGO Jag 一 TN | oane Ce dnde 
ú on J sea nm gfo e nde dg 


” 183 v 


E " im gus wende | fcn'gyn | dg — 0, 
KER fE LNG). 
AA G=rS, ENG LEX, RAD g € S= N (1 ) ax 
(3) ERER X G= rN (E) 4K， 所 以 可 设 e N (+) 


AK, KORR eH xS.hM K。 的 定义 知 只 需 考 上 感 8 ， 使 得 有 ?# € 
Iu, g ng €Q, US gale) ATRE STAMAR 
gng = (g la(g))Ca(g) ^nnCg )aCg))CaCgD 'aCg DACa 22» 


知 存在 4 的 紧 子 集 24， 使 得 &e N (1) eak. 
由 引 型 1， 可知 存在 G 的 紧 子 集 go。 使 以 下 不 等 式 成 立 


| >l ti (mC dg | 


FNYG me ü 


« | (E rz) (GYY "iG ag 


Tae mea 
£'es(2)95 
&gaQ) | Ede 
ss sas 
< plal) yO] elge i" fil, 
其 中 jaslg)98e| ik a(g)Oc 的 测度 ， 口 
引 理 1.3， 设 局 理 紧 拓扑 笠 间 和 有 有 限 正 测度 。 B(X) xX 
的 有 限 连 续 男 数 的 全 体 。 总 = DOX) 的 亲子 空间 。 T:H-— BOX) 
是 线性 映射 ， 而 且 存 在 带 数 C > 0， 合 得: Xi IEH, MA 
sup | Tf Ge) | < «Ch. W T:H— L'(X) 是 紧 算 子 ， 
证 。 由 假设 中 的 不 等 式 知 有 k, € H, 使 得 对 fe H, 有 
TIG) = (f, ka). 
AA xF~> K。 是 弱 连 续 , 所 以 它 是 弱 可 测 , 于 是 xF>《As，As) 是 
可 测 。 用 Schwarz 不 等 式 ， m 
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h— NC yk. GO dydx 


是 L E, MUFE ke L'UX X X), (B4B. 对 几乎 所 有 x. fr 
在 测度 为 0 的 3:。 当 y&S- 竺 ,有 
k, G) 一 K(x, y). 
设 {p} EOLU(X) 的 法 正 交 基 。 则 由 Fubini 定理 可 知 {ppp 
L(X x X) 的 法 正 交 基 。 设 
R= Nap Ks >; gj; Qipi. 


ijas 


则 算 子 K,: 
[i | hl, y)dy 


REAREA, 因为 IK,— K! < 4 一 一 0， 所 以 T 是 紧 
&T. [1 

iË EG J IE WI 28 MAEA 1.2 和 引 理 1.3 可 知 , C92 是 
LING) 的 紧 算 子 。 所 以 有 Peter-Weyl 定理 。 

引 理 L4. 设 非 零 代 数 A BJ GSE Hilbert 空间 互 的 紧 算 子 , 测 
HACA, 则 互 有 互相 正 交 的 不 可 约 子 空间 Hu, EHE (Hi) 
的 代数 直 和 的 闭 包 ,而且 固定 H, A fed B ER 4- H; 5s H, 等 价 . 

iF. (1) 先 证 明太 有 六 不 可 约 子 空间 。 如 果 48 9, Jj 

ARA A— 2. 
所 以 存在 0 关 4* — A€91 Š O >< 2 R ARRIER, H, 是 对 应 
的 特征 空间 。 HFH I ARETE HH, 使 得 dim(H, NH) 最 
Js RO Sre R, HU, Me Up GL1 Hea # L >< {0} jË Ho 2S 
AREPAN BE s = o, + vi, t1 € L, sx 53 LEZ, Wl v4 v; € Hi, 
如 果 eo n FEAR 280, 则 dim(H, (1 L) < dimh NH’), FE. 2 
u. = 0, DU] H,— L. Wk, H, 是 不 可 约 子 空间 。 

(2) W UH) 是 最 大 的 一 组 互相 正 交 的 2 不 可 约 不 变 子 空间 . 
H” J: H; 所 生成 的 闭 子 空间 的 正 交 补 。 则 五 ”同样 满足 引 理 的 假 
iB. ECIJA HT AR RIZ AKEP Ho. AB. LI 


» 185 = 


4 


HE -EHHE'LXTNG) 上 的 右 平 移 ， 对 9 == (pt 
C7(G)) 应 用 定理 1.2, 引 理 1.3 及 1.4, 则 得 到 以 下 定理 。 

定理 L5. LONG) 有 对 右 正则 表示 不 可 约 子 空间 "Lx(x), 使 
得 : AEE n, RAARD mft’ Lm) LCa) 等 价 , 而且 有 正 
交 分 解 ， 


ZONG) ~ La). 


$2. Eisenstein 级 数 


从 公式 
co, D( 


KS NNG — R — (0, 01: N, —> CO, D)e, 
UA S#, P R2 89 Schwartz 223, WAAR 
N, > f((0, 1225, f € S^, 
所 组 成 的 空间 为 SC(AN\G)， 
记 正 实数 为 R+, 利用 同 构 


a 
c 


b 
ALICE 


?j =: 


A — R*: a= (° ; 


得 到 4 的 Haar 测度 
| saya m (on $. 
812 2]. ib we S (NNG), Rec 0， 则 积分 
Z(p, s, g) = H qQa,g)y 2, ge G 
AME. ERN e 有 紧 支 集 ， 则 积分 所 定义 * 的 函数 是 整 函 


1) 这 即 是 说 多 ;中 的 光 是 有 R? 的 加 降 函数 参看 Rudin [58],7.35 RKA XH 
* 泛 函 分 折 讲 义 ») PE 3.2.7 (179 页 ); 或 岩村 联 的 < 广义 函数 ?，28(134 
ni». 
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数 。 
iE 
Z(q, s, ng) = Zle, s, g), n€ N. 
Z(o, s, ag) = pCaYy*'ZCo, Sy z), a € A, 


cosa sing = 
KURRA Z (o, s k), k= ”)。 由 的 定义 可 
知 


— sin cos 


pla, k) = 9((0, 1)a,k) = pl—y sin, y"! cos0), 
由 Shawartz 空间 的 定义 , 知 存在 充分 大 的 
y (—y sing) + (y 'cos0)' = y, 
函数 [C —ysinO, ycos9)|y” AF. FPREL,XT : =r + i, 


IZ (p, $, 43i < |. |qC— y^! sin 8, y 'cos05y^*^!| 


= | | gl — y sin 8, ycosd) jr 2 < co, 
9 


如 果 中 有 紧 支 集 , 则 


T. Zp s m Con |” eG os P. OD 
ds o y 


XX 21. EC ZCoe, s, g) 23 PHUL-dE SR 
引 理 2.2. i p€ v (NNG), Res > 0, & 


PCs, g) = eCaCg)) "Zo š, zD, 
则 


plg) = = ha pCaCg)) PLs, g)|dsl 


esr 


证 。 首先 jus iz AER m 人 .证 明 的 其 余部 分 是 Faly: 


Wiener 空间 上 的 Mellin 变换 的 反 演 。 设 JU) = C0, ydg), 
g€ G, X, ix 


MICs) 一 k OTE 2, 
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s= r + n, y= et, Plx) = fle tje", É, E: F, 的 Fourier 4E 
m. MJ Mf(s) m (I). A 


d. 
2x 


然后 用 MfG --1)— ZG, s, g) 9 plg) = (0), BI, 口 
定理 2.3. 如 果 pe NSG), ple) = qC —g), Re; > 1, N) 


MES MICOy" * = eB) = fGD. 


5 Z(p, s, Yg) 


r& EIN M 


证 .只 需 考 虑 & == 1 的 情形 。 因 为 


| 1 m 
sn fa (} ”)imezh, 


+T (* °) +T 4 2) 
N c d N "I. 


的 充 要 条 件 是 《cyd) 一 土 (cd E r=( ° "Jer, We,dE 


所 以 


*. 又 因 CCo, 1)a,Y) 一 e(t. x » 所 以 ， 


>` Z(g, s, Y) = b» M (eter, dy)y'" id 
€, HÀ 


try er 0 £ 
mach 4 dlm 4l 
因为 ?属于 Schwarz 空间 ， 所 以 存在 常数 C， 使 得 ， 若 |G 
r) = Vx + > C, B 
i zs 3331 «& |C xz)! TTS, 

共 中 > Res, AEA 

>. d = 

j ipley 4y)y" y « | ydy & m, 

9 o 
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人 s oa dy 人 y dy 
igCeys dy) yn < | —— uu 
|: qp. cy Á " 1s I(ey, dy) tite 


K m7 [ y^ U*4y K mT, 


注意 到 Gauss 的 结论 : 半径 为 mw 的 圆 内 有 Om) 个 整 点 ,所 以 
b» l«&m 


nR” 
£z 
nec di cma 
于 是 立刻 可 得 
(Zp, s, V) < Zm”, 
2, | o 


EM 22. goe FCNNG), se G, Res > 1, z€ G,O(s, g)— 
eCaCg)) T'Z Cop, $s g). 称 


ECP, s, v) = Dj p(a(20Y "05, vg) 


ETAT 


X) Eisenstein WR. 


p. i 
cos 6 sin ! 
im p j o) 
在 同 构 
G/K =t, gK gli) = z 
Fo 如果 


get. X ey Mn 


则 z = y + iy, it 


e ws i dual 
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则 


ylz) = az b m= y 十 iy. 
cz + Z 


XU ilr, z) = cz +d, K jec, 00)) K +€ CG, 使 得 
0x D = [roy & < o, 
如 果 
] c y 0 
=h, A 2) te 
则 设 ple) = yett, Erh k OG IE GE EX. AHE 


Plg, :) = clag) | x ag)pla) "da, 


设 
Ele, 0 = (V. y e?) DO Eg, 0, O), 
其 中 
g= k Aa a) tes gx ety, 
则 容易 算出 
Elz, s) = (Ip VEETEE Cy j t9 PuCy, s)! 
PRI 
于 是 
E,(z, k— D= M (mz + s) *, 
oi 
E(z,2:— 1) = >X Im(rGOY, 
PRI 


上 述 例 子 阅 明 定义 2.2 中 的 Eisenstein 级 数 ， 同 时 处 理 了 各 
个 不 同和 权 的 Eisenstein WAR xpi Eisenstein 级 数 ， 

定理 24， 设 pe Se(NNG), ple) = ple) @ EE @ HJ 
Fourier 变换 。 (0) = P) — 0, Ce, g) — oCatg)) ZCG, 
ss g), (s) 是 Riemann &£-PAXX, M SCG + 1)E(@, 5, g) 是 :的 
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FAR dT EE GUI] 
E(@, s, g) — ED E(Ó, 一 + rg hy, 


C1 +s) 
证 。 从 定义 得 
E(@, $5 g) — A pon r om, mailyg) yf 
TR 


C SECO, :, z) — n ` > T a pas »o,o( 1 Y" € 


ml m.m 


一 Lf >; p((mma)yzg)y't' 2 


2 Om (me z 


RARR (x, x > p((xi, z.)yg) 的 Fourier AMEK (x, 
ni) I $C. ro)y Ce 77))y7,. FH Poisson 求 和 公式 便 得 


f > Cm, m)yg)y t 7 


9 emane Z 


- i 5 Plm m )y Cg y 2 


Dm ,me 


= N » éCCm, mayk tg y's <, 


! (emn. my € Z° 
所 以 
¿Cl + YECD, s, g) == T f >° Hom, m )yg)y t 


(91: 增 2)t 家 
Tom, mOyCg ?))»v* E 


E s HRERS. A>? EBRA., w= p， 这 样 上 面 的 积分 在 
变换 (v, $, 2$, 一 59 "g^ 之 下 不 变 ， 因此 ,有 
TC + OE(@, s, g) = EO — NE(B, —s, tg), J 


$3. E m og 


AR NG 上 的 函数 户 FARA 
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jn(g) 一 | fC ng jdn 


rN 


有 意义 ， 则 加 称 为 了 的 常数 项 如果 对 士 N\G 上 的 函数 p, 级 数 
@,( z) = > oru) 


士 FA 
cor, RI e, 称 为 Pp 的 9 B. 
5]38 3.1. 设 Je LING) e € G,( + NNG),. W 
(&,, f?r.c => (Psfw Ym oe 
《其 由， 》* 是 表 LX *) EN E, 


证 . 
(spi E sole 
PYG Frer 
= mw pleide 一 mA NT plng M ng)dndg 
= | (eve) = Gs ndamo. m 


ik f€ LUNG) 如果 对 所 有 的 oe C,C+ NNG), f EB @, IE 
ZM fe" LCG). VEL E LY(ITNG) Æ LONG) ATEZ th. 
则 8 级 数 所 生成 的 子 空间 的 闭 包 是 L. ARAR pe 7 NNG), 
有 


&, Cg) i| 五 (由 ， $5 glas! 


Restr 


这 样 , LÆ TEIE Eisenstein 级 数 的 “连续 和 ”( 直 积分 )。 进一步 
MA LEZAN lOp Orne. MDE 3.1 可 知 需 要 进一步 计算 党 
定理 3.2. i$ pe SF(NNG), plg) = p( 一 8)，m 整数 ， 


AA N ad m F 
; E: Riemann 5 AR, EG) 一 «7T (2) £o), 


» 1952 


= San G; — Cs — 32: ` ` Ç ‘CG (m — U) 
MAC) = C-D*^ Tm DG + m — 3): G + D 


$ 
E 
Mj Eisenstein 级 数 的 常数 项 是 
En(D, s, z) = olal) Y DCs, z) 
+ elal) TMa ACs, g) 
B. M.COMAC—3) = !, 
证 ， 简 记 Zi. 09 Z(2) 则 


E(P, s, g) = > Z2). 


tiy 
于 是 ， 
EN(@， n) m oy Y Z(Yng)dn 
N ary 
易 证 了 有 双 陪 集 分 解 
p= U (E Ty, 
re4rm\T Th 
EE 1 i 
Zaru ( U cro(* T)e) e=(, 1) 
由 此 可 得 


ExCO, 5, g) 


> ZlYr™ne)dn 


ji rekFa TN mE 


b? Z(rr* sg)dn) + |, Z(ng)dn 


= | 
Meere £w AT y FNN mez 


= b» | Z(Yng)dn + Z(g) | dn, 


er€£ryM Ty rN 
2 {u hl; 

i — j G 有 Bruhat 

ik w NET y^ 有 分 解 
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G= -NAUEXNAwN, 
从 公式 


_ Pp ti Q o e 
可 得 : qn (^ je MNAwN, Wi 


a hb: 
MN ( ) N = MNa,- NN, 
€ d 


TE,# s= r= (` 7) c> 0, Bil 


X NYN = +£Na- eN, 


EsP, s, D = ZG) + >>; | Z G—uena)dn, 
zz 
dmodc 
(e d)mt 


现在 来 算 积 分 
| Z(a,-uwng)dn = | | pla, aiwng)y 2Y dn 
N N Jb y 


el | | pla wng)y T ay dn 
N Jo y 


=- k pCaQwng ) y Pl wng )dn, 


公式 
wng = wnn(g)aCg)RCg) 
= (walg)w "Y wa(g)"!n * nCaJale)kle)), 
Won = a(g) n* n(g)aCg), W 


J ele Goma) Gone 4n 
= olal | oa Gun kGY Own kr) dn 


= p(a(g)) **! | Po enk) P wng) jdn 
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= olal) | ZGunkCa)dn. 
按照 Iwasa wa 人 分解; 有 


P: 7 1 =) y °) cos ai 
4 .) Uo 170 y /X— sint cos?” 


Br VA 
iy r Hirm (yey, 
rci 
"= 
—Wwn, = 3 
1 x 
得 
cosÜ — sin OQ 
— wn, = d "i i ) 8 = arg(x + i), 
sin Ü cos 8 
E , cosdi sin dr: vct A 
设 kle) ~ { ， 从 十 的 定义 ,得 


.— sin $ cos d 
Z(wn,kCg)) = x+ z: teimw 2 Cp x 
zi š 
= (J +.) a epal Z (a), 
于 是 


Z(wnkCg))dn = £o dx jo(aCg)) ^ ZCg) 
, (o ne 


E x = cig, WI 


fm NES - 
| e i m5( 1 + x?) i dx -e | C sin 8) e" 39 
—t6 Pi: 


(CD iTC[2)TCG + 0/2) 
F(G + i — m)/2)T(Cs + 1 + m5/2)" 


综 上 记述, 有 


|: Ca, wng ) dn 


aa LL COT G 200 + 1/2) 
FQG + — m)/2)I(CG + 1 + m)/2) 


m= C 
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X eCa(g)) PG, g). 


利用 公式 
l — St 
25 er ¿(r+ 1) : 
Gss 
Fe EAMSSUBGEGGX. MARTE sC 一 E 一 +) 可 得 


Ma Ss) — s) == 1, L] 
K ai AoE ola) dada 是 NA 上 的 Haar 测度 , 按 
lwasawa 分 解 G = NAK， 对 应 的 Haar 测度 分 解 为 
| God =). | n fCnak)o(a) ? dndadk, 
现在 这 以 证 明 6 ZR dx Ag HAA 
定理 33. iR SHEER p, 6 € SUNG) 令 
plge) = pe, pe) = pie, 


l rx\/y 0 cos sin 
did T 1 X. M5 ud cos87" 
其 中 严 为 偶 整 数 ， 则 对 充分 大 的 r, 有 
(85 Bone = = | Ds) Co 0 


+ (M, (s)0( s, +), Ws * 2x] l dsi 
证 。 若 YE try, MU @,(r,) = @,(g). FE 


(8,, Sr 一 je: 8,(z)@,(z)dg 


-| ore) D «rode |, G4 


PIANI 
= dao d E05 s 6G dil 
R +i xk: G 4 
Bei, g 一 nak, M 


| E(@, s, g)bCg)dg 
tryg 


ECP, s, g)bCg)oCaC(g)) "dndadk 


=] 
EÜNCOIANK 


* 196 * 


-= |, |, js E(O,s,nak b( nak&)p(a) *dndadX 
TE f. f. Eu, s, ak)db(ak)o(a) ?dadk 


x a | {ola Y * Cs, £) + olay * MMC), RY} 
X b(ak)eCa) “dad 


因为 
| pO at da = ZG. =i, P = TC, s 
| aS ak yda = PG, D), 
并 注意 到 
(8C), TON = | 6G, TC, Kk, 
我 们 就 得 到 所 求 公式 . 口 
设 mm 为 倘 整 数 , 设 


CNG), = loe NG — eC), 


«C XT p oer cos) Sino] 


以 LCm) 记 (6,19€ S" CNNG),) 所 生成 的 闭 子 空间 。 设 有 fe 
LING), f 55 *L'(TNG)@ (D L(m)) EZ. 以 互 记 包含 了 的 
最 小 不 变 子 空间 。 称 A € H 为 k ARF k = > ajh;, a; € C, 
而 且 有 mi;€ Z， 使 得 a 


1 xay» 0 cos 0 sin esi 
^((, e ei Bo dans 9) = he É 
因为 一 1 ET, 所 以 m， 旦 偶数 .因为 天 与 单位 贺 同 构 [BL pO — RE 
积 偶 函数 的 Fourier 展开 是 Eat, m, EBER, h Dl H BS K 
有 限 元 组 成 互 的 稳 密 子 集 ， 但 从 内 积 公 式 可 见 与 L(m) 正 交 的 天 
有 限 函 数 必 为 零 。 因 此 H — {0}, f = 0, Br 
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LING) = PLING Ð Ls 
"LONG ~ P'a), 


L = @ Lem), 
# p. n€ SP(NNG),,, M 
OCs, $) = " qa, Ry 7" 2 = EOC s, D), 


k ( cas 8 gl 
.—sin9  cos9/* 


(d s, .); v —$, -Dr 
- (4 [7 em T AAO, UG, 0») 
^ 2x 0 . 


所 以 


一 Ps, 1)09( —5, 1). 
于 是 ,我 们 把 8 级 数 的 内 积 公式 写成 
(8,. Dare 


uri | {Bs, I5, 1) 
2x Rer": 


+ HLO, DEC, jasi 
从 于 ,的 公式 可 见 在 在 复 平 面 Res > 0 rH M, 的 唯一 奇 点 是 
ECG) TE s = 1093838, Ë) T. iE M, Æ z == 1 RC, II 
" m m -t 
haet (r (1 w zr 4 2 )sa! i 
当 我 们 把 旨 级 数 的 内 积 公 式 中 了 积分 路 线 Res—r BE 及 er 一 0 Pf, 
会 增加 葡 数 一 项 ， 即 
(Ops B,)r.c = Y,OC1, 1)8(1, 1) 


十 zl |. ., QC» DECC, D) + M,(s)0Cs, DEG, 1)}ds 


因此 可 作 直 和 分 解 : 上 (Cm) = LmXDL(m), FrH Le) 是 党 
EOIR, Bo 与 6, 1E Lm) 的 投影 的 内 积 是 Ta, DECO, 
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1). 利用 M,COM,C 9) 一 1， 可 得 Bo 与 8, 在 上 Lm) 的 投影 的 
内 积 是 | 


Iw 


[Í L toG», 1) + M.C—i)0(—i, 0) 


` A {PCiy, 1) + M,( —iyy9—iy, 1)}dy 


设 Y 一 下 | Go dyco, iy =MG Gy}. XI 


Lim) 5 Y(m) 同 构 ， 关 于 连续 谱 的 讨论 就 此 结束 ， 

为 了 方便 读者 ， 我 们 把 在 定理 3.2 的 证 明 中 所 用 的 两 个 公式 
的 证 明 写 在 下 面 . I 

引 理 . De ¿GQ — OE, 


eu 
d mod 


Cdi 
UL, S A Ramanujan 和 
Y(n) = >: giam 
eum 
利用 Möbius H &， 它 可 表达 为 
€ 
na)- > a (=): 


Geom 


(Hardy 和 Wrighi [23] $16.6), i& 


PaK) = > e >: pene) 


cz 4 mode 
(c.d)=í 


则 所 求 的 为 ps), J Riemann 六 函数 的 Euler 积 展开 ,有 
¿G= Il Op I tu pp pp pp +) 
一 >` pln), 
所 以 


eco p geh x xe 


= Dn D, ipm) — Dn D dp (=) =p) O 
[i imn a din . g 
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5133. 如果 Rea —1, Hj 
ARP. 
g n af „i xe ? T(1 +a) 
( sin 8) Ce?) d0 一 —— 

| 2T( + ete)r (1+ ° e 

证 。 我 们 把 所 求 积 分 化 为 常见 的 P PRX. Wis EN bu: 
逐 段 光滑 曲线 ， 考 虞 积分 

ICC) - I. (a7! — xa^ dz, 

TARKAN Afr RI , AERA e: 


C, 


当 g 一 0 有 时， I(Ci)} -> 0, = 1], 2, 3. £E C. 上 可 设 * = e, 0x 
0 «x, Wes 一 8H, 有 


1C) > G | C sin 0 Ce?»^20, 
I( C.) -> (x^! — x)?x?^ldx 


1 (i B-* 4 
== Fi | t z (1 s= DD 
1 


= ` r +e) 


s aa (G= -e) r(1& $—8)r p — 
其 中 = =G, HÆLA (C) HRR Axle HUE 意 


inb ix H 
2sia "A waa 2 SU pe 了 "i a g 


这 半 还 应 指出 ,本 章 的 理论 是 A. Selberg 在 五 十 年 代 发 展 起 
来 的 。 R. P. Langlands 已 拱 这 理论 推广 至 任意 李 群 。 
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